Google 



This is a digital copy of a book thaï was prcscrvod for générations on library shelves before it was carefully scanned by Google as part of a project 

to make the world's bocks discoverablc online. 

It has survived long enough for the copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 

to copyright or whose légal copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 

are our gateways to the past, representing a wealth of history, culture and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other maiginalia présent in the original volume will appear in this file - a reminder of this book's long journcy from the 

publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we hâve taken steps to 
prcvcnt abuse by commercial parties, including placing lechnical restrictions on automated querying. 
We also ask that you: 

+ Make non-commercial use of the files We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use thèse files for 
Personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain fivm automated querying Do nol send automated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machine 
translation, optical character récognition or other areas where access to a laige amount of text is helpful, please contact us. We encourage the 
use of public domain materials for thèse purposes and may be able to help. 

+ Maintain attributionTht GoogX'S "watermark" you see on each file is essential for informingpcoplcabout this project and helping them find 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it légal Whatever your use, remember that you are lesponsible for ensuring that what you are doing is légal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countiies. Whether a book is still in copyright varies from country to country, and we can'l offer guidance on whether any spécifie use of 
any spécifie book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search means it can be used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liabili^ can be quite severe. 

About Google Book Search 

Google's mission is to organize the world's information and to make it universally accessible and useful. Google Book Search helps rcaders 
discover the world's books while helping authors and publishers reach new audiences. You can search through the full icxi of ihis book on the web 

at |http: //books. google .com/l 



Google 



A propos de ce livre 

Ceci est une copie numérique d'un ouvrage conservé depuis des générations dans les rayonnages d'une bibliothèque avant d'être numérisé avec 

précaution par Google dans le cadre d'un projet visant à permettre aux internautes de découvrir l'ensemble du patrimoine littéraire mondial en 

ligne. 

Ce livre étant relativement ancien, il n'est plus protégé par la loi sur les droits d'auteur et appartient à présent au domaine public. L'expression 

"appartenir au domaine public" signifie que le livre en question n'a jamais été soumis aux droits d'auteur ou que ses droits légaux sont arrivés à 

expiration. Les conditions requises pour qu'un livre tombe dans le domaine public peuvent varier d'un pays à l'autre. Les livres libres de droit sont 

autant de liens avec le passé. Ils sont les témoins de la richesse de notre histoire, de notre patrimoine culturel et de la connaissance humaine et sont 

trop souvent difficilement accessibles au public. 

Les notes de bas de page et autres annotations en maige du texte présentes dans le volume original sont reprises dans ce fichier, comme un souvenir 

du long chemin parcouru par l'ouvrage depuis la maison d'édition en passant par la bibliothèque pour finalement se retrouver entre vos mains. 

Consignes d'utilisation 

Google est fier de travailler en partenariat avec des bibliothèques à la numérisation des ouvrages apparienani au domaine public et de les rendre 
ainsi accessibles à tous. Ces livres sont en effet la propriété de tous et de toutes et nous sommes tout simplement les gardiens de ce patrimoine. 
Il s'agit toutefois d'un projet coûteux. Par conséquent et en vue de poursuivre la diffusion de ces ressources inépuisables, nous avons pris les 
dispositions nécessaires afin de prévenir les éventuels abus auxquels pourraient se livrer des sites marchands tiers, notamment en instaurant des 
contraintes techniques relatives aux requêtes automatisées. 
Nous vous demandons également de: 

+ Ne pas utiliser les fichiers à des fins commerciales Nous avons conçu le programme Google Recherche de Livres à l'usage des particuliers. 
Nous vous demandons donc d'utiliser uniquement ces fichiers à des fins personnelles. Ils ne sauraient en effet être employés dans un 
quelconque but commercial. 

+ Ne pas procéder à des requêtes automatisées N'envoyez aucune requête automatisée quelle qu'elle soit au système Google. Si vous effectuez 
des recherches concernant les logiciels de traduction, la reconnaissance optique de caractères ou tout autre domaine nécessitant de disposer 
d'importantes quantités de texte, n'hésitez pas à nous contacter Nous encourageons pour la réalisation de ce type de travaux l'utilisation des 
ouvrages et documents appartenant au domaine public et serions heureux de vous être utile. 

+ Ne pas supprimer l'attribution Le filigrane Google contenu dans chaque fichier est indispensable pour informer les internautes de notre projet 
et leur permettre d'accéder à davantage de documents par l'intermédiaire du Programme Google Recherche de Livres. Ne le supprimez en 
aucun cas. 

+ Rester dans la légalité Quelle que soit l'utilisation que vous comptez faire des fichiers, n'oubliez pas qu'il est de votre responsabilité de 
veiller à respecter la loi. Si un ouvrage appartient au domaine public américain, n'en déduisez pas pour autant qu'il en va de même dans 
les autres pays. La durée légale des droits d'auteur d'un livre varie d'un pays à l'autre. Nous ne sommes donc pas en mesure de répertorier 
les ouvrages dont l'utilisation est autorisée et ceux dont elle ne l'est pas. Ne croyez pas que le simple fait d'afficher un livre sur Google 
Recherche de Livres signifie que celui-ci peut être utilisé de quelque façon que ce soit dans le monde entier. La condamnation à laquelle vous 
vous exposeriez en cas de violation des droits d'auteur peut être sévère. 

A propos du service Google Recherche de Livres 

En favorisant la recherche et l'accès à un nombre croissant de livres disponibles dans de nombreuses langues, dont le français, Google souhaite 
contribuer à promouvoir la diversité culturelle grâce à Google Recherche de Livres. En effet, le Programme Google Recherche de Livres permet 
aux internautes de découvrir le patrimoine littéraire mondial, tout en aidant les auteurs et les éditeurs à élargir leur public. Vous pouvez effectuer 
des recherches en ligne dans le texte intégral de cet ouvrage à l'adresse fhttp: //book s .google . coïrïl 



^ 



TRAITÉ 



DE GEODESIE 



■^ 



TRAITÉ 

DE GÉODÉSIE, 



OU 



Exposition des Méthodes Astronomiques et Trîgonomé- 
triqucs, appliquées soit a la mesure de la Terre, soit à 
la conlbction du canevas des Cartes et des Plans, 

PAR L. PUISSANT, 

Professeur de Mathématiques à r Ecole Impériale militaire 9 
ancien Ingénieur géographe du dépôt général de la guerre ^ 
et Membre de la Société libre des sciences et belles-lettres 
d*Agen. 



* ■ 



A PARIS, 



Chez COURCIBE, Imprimeur - Libraire pour les Mathématiques, quai des 

AugustinSy n" 67. 



AM XIY =s l8o5. 



ta:ri PRÉFACE. 

JL A France est, sans contredît, de toutes les nations éclai- 
rées, celle qui a contribué le plus aux progrès de la géo- 
graphie, et qui possède ou recueille maintenant un plus 

• 

grand nombre de chefs-d'œuvres topographiques. Pénétré 
de cette vérité et animé du seul dcsir d'être utile à ceux 
qui s'occupent de travaux de ce genre , j'avais d'abord 
conçu le projet de donner de l'extension au Mémoire qui a 
paru dans un des numéros du Mémorial du Dépôt général 
de la Guerre , sous le titre Sl Analyse appliquée aux opé-^ 
rations géodésiques; mais l'ouvrage que je publie en ce mo- 
ment offre une collection complète des méthodes d'observa- 
tions et de calculs les plus exactes et les plus rigoureuses que 
les géomètres aient employées? relativement à la mesure de 
la teiTC. Il m'a paru qu'en réunissant ainsi en corps de 
doctrine toutes ces méthodes , également applicables à la 
confection du canevas des cartes et des plans , je formerais 
un Traité neuf, à certains égards , et qui pourrait être con- 
sidéré comme la partie fondamentale de la science de l'in- 
génieur-géographe^ 

Les travaux géodésiques auxquels j'ai coopéré, ou dont 
j'ai été moi-même spécialement chargé par le Dépôt géné- 
ral de la Guerre, m'ont donné l'occasion de recueillir un 
grand nombre d'observations utiles, et de faire quelques 
recherches importantes sur cet objet. Néanmoins l'Exposi- 
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tîoa du Système du monde, la Mécanique céleste et les 
Mémoires de MM, Legendre et Delambre, relatifs à la dé- 
termination d'un arc du méridien , m'ont procuré les maté- 
riaux les plus précieux, et m'ont guidé dans l'application 
que j'ai faite des deux trîgonomé tries à la formation des 
cartes^ 

Afin de rendre plus élémentaires quelques-uns des procédés 
analytiques de ces illustres géomètres , j'ai mis en évidence 
tous les artifices de calculs qui s y rapportent , simplifié di- 
verses solutions et développé quelques théories intermé- 
diaires qui ne sont souvent qu'ébauchées dans les ouvrages 
que j'ai consultés. Enfin j'ai taclié d'imiter dans tous mes 
calculs l'élégance de ceux des analystes modernes, et de 
présenter avec clarté le type de toutes les opérations nu- 
mériques qui pourraient paraître difiiciles à ceux qui ne sont 
pas très-familîarîsés avec l'usage des logarithmes et Tapplica- 
tion des formules algébriques. 

Cet ouvrage est divisé en cinq livres; le premier , qui 
contient des notions de la sphère et du mouvement des corps 
célestes, m'a paru indispensable pour la parfaite intelli- 
gence de ce qui concerne particulièrement les observations 
astronomiques et les calculs auxquels elles donnent lieu» 

Le second Livre est spécialement destiné à rappeler les 
principes généraux de la résolution des triangles, tant rec- 
tilîgnes que sphérîques, et à faire connaître les moyens 
d'abréger la résolution des triangles dans quelques cas par- 
ticuliers, c'est-À-dire de substituer aux formules rigoureuses. 
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des formules approxîmalîves dont l'exactitude est sufiBsante 
dans la pratique. Ce Livre est terminé par une digression 
sur la rechei-che analytique des propriétés du cône et de 
celles de la projection stéréographique des cercles de la 
sphère. Ici , comme partout où il s'agit d'appliquer l'algèbre 
à la géométrie , j'ai adopté la méthode de MM. Monge 
et Tiacroîx , parcequ'elle est la plus générale et la plus 
lumineuse. Quelques personnes penseront peut - être que 
l'aurais dû parler, en outre, des différentes sortes de pro- 
jections employées dans la construction des cartes cho- 
rographiques et géographiques, c'est-à-dire des cartes qui 
n^embrassent que l'étendue d'un royaume ou qui compren- 
nent une plus grande partie du globe j en effet les unes et 
les autres que j'ai désignées uniquement sous le nom de 
cartes géographiques , tirent les élémens de leur cons- 
truction des résultats mêmes de la triangulation, ou des 
latitudes et des longitudes observées 5 mais j'ai cru, à cet 
égard y pouvoir renvoyer au Traité des Projections , par 
M. Lacroix, formant Tlntroduction à la Géographie de 
M. Pinkerton. 

Le troisième Livre est entièrement consacré à l'exposî- 
tion des opérations géodésiques; elles ont principalement 
pour objet la mesure des angles, celle des bases, les calculs 
des côtés des triangles, des longitudes, latitudes etazîmuths 
des points fondamentaux tfune carte. Afin que ce Traité 
puisse servir aux personnes qui lèvent des plans de peu 
d'étendue , comme à celles qui entreprennent de grands 
tr^vaujs géodésiques , j'ai exposé diverses méthodes pour 
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remplir ce double but; maïs j'ai seulement donne? la des- 
cription et fait connaître Temploi du cercle répétiteur; 
parceque cet instrument oflFrant beaucoup de précision 
dans la mesure des angles, doit poiu* cette raison interdire 
Tusage du grapliomètre et même du quart de cercle astro- 
nomique. 

Il convenait en outre de présenter dans ce Livre quel- 
ques-unes des méthodes analytiques à l'aide desquelles on a 
reconnu plus particulièrement J'irrcgularité du sphéroïde 
terrestre; c'est dans cette vue que j'ai surtout rapporté avec 
beaucoup de détail la savante théorie que M. Laplace a 
donnée k ce sujet dans sa Mécanique céleste , et de laquelle 
il tire, par des considérations fines et une analyse déli- 
cate y des conséquences très-remarquables, 

La carte d'un pays ne pouvant fournir toutes les données 
nécessaires à la construction d'un relief, si elle n'est ac- 
compagnée de divers profils formés dans le sens de la di- 
rection des grandes chaînes de montagnes et de leurs contre- 
forts , ou bien suivant telle autre direction propre à expri- 
mer les mouvemens les plus sensibles du terrain , il est 
essentiel que cette carte renferme , outre les distances 
entre les objets , leurs hauteurs au - dessus d'une surface 
de comparaison , comme celle de la mer. Ces hauteurs 
ou différences de niveau qui, avec les distances à la mé- 
ridienne et à la perpendiculaire , forment les trois coor - 
données du point que l'on considère , peuvent être déduites, 
avçp beaucoup de précision, des opérations trigonomé-^ 

triques 
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triques, ou être déterminées assez exactement par les mesures 
barométriques etsuiv mt la belle théorie de M.Laplace ; j'ex- 
pose en conséquence ces deux moyens avec tout le soin pos- 
sible, et c'est par là que je termine la Géodésie proprement 
dite. 

Le quatrième Livre présente plusieurs problêmes d'As- 
tronomie dont les solutions sont très-souvent employées 
dans les grands levés : j'ai, à cet effet, montré l'usage des 
Tables de la Connaissance des Temps, pour calculer la 
déclinaison du soleil, le passage des étoiles au méridien, etc. 

Le cinquième et dernier Livre est relatif à la théorie 
et à la pratique des observations astronomiques les plus 
utiles en géodésie. J'y enseigne, par exemple, la manière 
de régler une pendule sur le moyen mouvement du soleil 
ou sur les étoiles; et je donne, dans le plus grand détaU , 
le calcul des latitudes, des longitudes et des azimuths ob- 
servés. 

Enfin l'Appendice contient une description du cercle répé- 
titeur , plus complète que celle qui fait en partie le sujet 
du troisième chapitre du livre III. Elle peut être principa- 
lement utile aux artistes qui, n'ayant sous les yeux que 
les huit dernières planches de cet Ouvrage , voudraient 
construire le cercle ou se mettre en état de refaire quelques- 
unes de ses parties. Cet Appendice renferme en outre le 
précis d'une nouvelle méthode de M. Laplace, pour déter- 
miner géométriquement les hauteurs des montagnes très- 

élevées : j'ai seulement assujéti les formules de ce savant 

b 
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illustre, à la notation que j'ai adoptée dans Texposîtion d'une 
théorie à laquelle ceci sert de complément; et pour dispen- 
ser le calculateur de recourir sans cesse aux formules dont 
il peut avoir besoin , j'ai donné un grand nombre de Tables 
dont la plupart sont nouvelles. 

Tels sont les principaux objets qui entrent dans cet Ou- 
vrage. Malgré tous mes efforts pour le perfectionner et le 
porter à la hauteur des connaissances actuelles, je regrette 
de ne m'être pas trouvé fréquemment en situation de pou- 
voir profiter des lumières de plusieurs savans de la capi- 
tale, qui m'honorent de leur estime, ainsi que des conseils 
de quelques ingénieurs de mes amis, qui cultivent avec 
succès les mathématiques appliquées. Puisse ce Traité de 
Géodésje leur inspirer assez d'intérêt pour qu'ils daignent 
me faire part des améliorations dont il est susceptible , et 
me mettre, un jour, à même d'élever à la science un mo* 
pu ment plus durable ! 
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CHAPITRE PREMIER- 



Du mout/ement apparent de la sphère céleste. 

I. JLj*horizoh sensible est le plan tangent à la surface de la 
terre supposée sphérique , et le^point de contact est le lieu même 
de TobseiTateur. 

Jahorizon rationnel est le plan qui passant par le centre de la 
terre j est parallèle à l'horizon sensible. La ligne joignant le lieu 
de l'observateur et le centre de la terre ^ et prolongée de part 
et d'autre dans le ciel ^ est la verticale de ce lieu. Enfin le point 
de cette ligne qui répond au-dessus de Tobserrateur j est le zénith^ 
et le point opposé est le nadir. 

Lorsque > pendant la nuit, les étoiles brillent, on les voit 

A 
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s*élevcr ou s'abaisser sur rhorizon en conservant toujours leurs 
positions respectives. On est donc tenté d'attribuer à la sphère 
céleste un mouvement de rotation d*orîent en occident, et de 
considérer le centre de la terre comme celui de cette sphère. Les 
pôles du monde sont les extrémités de la droite autour de laquelle 
ce mouvement parait s'effectuer* 

Le pôle élevé sur notre horiion est le pâle boréal ou septert" 
trional , ou simplement nord , et le pôle opposé que Ton imagine 
au-dessous de ce même horizon, est le pôle austral ou méridional , 
ou simplement sud. La ligne qui joint les deux pôles s'appelle axe 
du monde , et le cercle passant par le zénith et par les pôles se 
nomme méridien. 

Les étoiles dispersées dans Pespace , et supposées toutes aux con- 
fins de la sphère céleste, décrivent donc dans leurs mouvemens 
des cercles d'autant plus petits qu'elles sont plus près des pôles 
au monde ; le plus grand de tous ces cercles est évidemment celui 
dont tous les points sont également distans des deux pôles : on le 
nomme équateur. Quant aux cercles parallèles à celui-ci , on les 
désigne simplement sous le nom àe parallèles. Les pôles du monde 
sont les pôles mêmes de l'équateur. 

n. Les étoiles qui ne changent pas de place les unes à l'égard 
des autres , se nomment par cette raison étoiles Jixes ; pour les 
reconnaître plus facilement , on les a classées par groupes désignés 
sous le nom de constellations : vues de la terre, elles nous paraissent 
toujours dans un lieu différent de celui qu'elles occupent réelle- 
ment. L^une des causes de cette illusion résulte du temps que la 
lumière des étoiles met pour venir jusqu'à nous } et c'est en cela 
que consiste le phénomène de V aberration. 

Quelle que soit l'inclinaispn de l'axe. du monde sur Thorizon ^ 
la durée de la présence d'une étoile qui décrit l'équateur est la 
même au-dessus de Thorizon qu'au-dessous^ mais une étoile qui 
décrit un parallèle est visible , d'autant plus long-temps que ce 
parallèle est plus près du pôle élevé , et que l'angle que l*axe du 
monde fait sur Thorizon diffère moins de l'angle droit. Ainsi au 
pôle les étoiles ne se lèvent ni ne se couclient jamais : il en est 
de même de celles qui décrivent des parallèles dont le plan n'est 
point coupé par l'horizon. Telles sont, par exemple, les étoiles de 
\^ grande ourse , \9l polaire, etc. 
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1 

Du moui^ement propre du soleil y et de la mesure du temps* 



3. JLe soleil f comme toutes les étoiles fixes, semble emporté 
d'orient en occident par le mouvement périodique du ciel. Cepen- 
dant on s'apperçoit bientôt qu'il ne conserve pas la même position 
par rapport aux étoiles , et qu'il est doué d'un mouvement propre 
d'occident en orient* Après une longue suite d'observations exactes 
de la hauteur méridienne du soleil et de l'intervalle de temps qui 
s'écoule entre son passage et ceux des étoiles au méridien , l'on a 
reconnu d'une manière très-précise que le soleil se meut dans im 
orbe qui , d'après les observations les phis récentes , est incliné 
de 23** a8' 6^,5 à l'équateur. Cet orbe se nomme écliptique , et 
est supposé divisé en douze parties égales , ou en douze signes de 
5o degrés chacun , en partant du point où le soleil se trouve aa 
commencement du printemps. 

L'inclinaison de Torbe solaire sur l'équateiu:^ ou V obliquité de 
Vécliptique n'est pas constante ^ cependant sa diminution sécu- 
laire n'est que de 33' environ. D'après la théorie , cette obliquité 
ne sera jamais nulle \ ainsi la terre ne jouira jamais d'un prin* 
temps perpétuel. 

Les cercles -polaires sont deux petits cercles dé la sphèife 
qui passent par les pôles de l'écliptique , leur distance aux pôles 
du monde est donc la même que l'inclinaison de l'écliptique 
sur l'équateur. 

4« La di£Férence des saisons résulte essentiellement de la com- 
binaison du mouvement propre du soleil avec son mouvement 
diurne. On appelle équinoxes les points d'intersection de l'éclip- 
tique avec l'équateur-, parcequ'en effet quand le soleil arrive à 
ces points ^ les jours sont égaux aux nuits. Les jours croissent à 
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mesure que le soleil partant de Péquinoxe du printemps^ avance 
dans son orbe vers le pôle élevé , et le point où répond la plus 
grande hauteur du soleil est le solstice d'été. A cette époque , le 
jour est le plus long de Tannée. Cet astre ensuite continuant de 
décrire son orbe , traverse l'équateur à Véquinoxe d automne, et 
lorsqu'il arrive au point où sa hauteur est la plus petite > il est 
au solstice dhiver , c'est le moment où le jour est le plus court 
de Pannée. Les parallèles qui passent par les deux points des sol- 
stices se nomment tropiques. 

Le soleil ne parcourt pas uniformément les quatre arcs de son 
orbe^ déterminés par les points équinoxiaux et solsticlaux; car il 
met environ sept jours de plus pour aller de l*équinoxe du prin* 
temps à celui d'automne, que pour aller de ce dernier équinoxe 
à celui du printemps. On s'est convaincu que sa course devient 
de plus en plus rapide, lorsqu'il part des environs du solstice d'été 
pour se rendre au solstice d'hiver. Le premier point de son or«- 
bite le plus éloigné de la terre, et où sa vitesse est la plus petite, 
se nomme apogée; le point opposé, qui etft le plus près de la 
terre, et où sa vitesse est la plus grande , se nomme périgée. La 
marche du soleil se ralentit ensuite quand cet astre revient du 
périgée à l'apogée', et elle est constaounent souniise à cette loi 
remarquable , savoir, que les aires décrites par le rayon vecteur 
du soleil, c'est-à-dire, pa^ la droite qui joint les centres de la 
terre et du soleil sont proportionnels au temps. 

La connaissance précise que l'on a acquise de la longueur et 
de la position du rajon vecteur du soleil pour chaque jour de 
l'année, a conduit naturellement à cette autre, savoir, que Vorbe 
solaire est une ellipse peu alongée , dont le centre de la terre 
occupe un des foyers. Le soleil, dans son moyen mouvement, 
décrit par jour o* 69' & de cet orbe que Ton suppose circu- 
laire dans les applications de l'astronomie à la géographie. 

5« On aurait pu , dans l'usage civil , employer à la mesure du? 
temps les révolutions périodiques du ciel , parcequ'elles paraissent 
toujours d'égale durée ; mais le soleil étant de tous les astres 
celui qui fixe plus, particulièrement notre attention. Ton a été 
naturellement porté à prendre pour la longueur du jour et celle de 
l'année les intervalles de temps qui s'écoulent entre deux retours 
«ODsécutifd du soleil au même méridien et au même équinoxe. 
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£fl aitfonomie^ Ton considère principalement deux aortes de 
îours^ composés l'un et Tautre de 24 heures; Pun est le Jour 
tydéraly ou du premier mobile ^ lequel comprend une révolution 
entière du ciel^ ou le retour d'une étoile au méridien v Vautre 
€St le jour astronomique , ou le jour vrai} c*est l'interTalle do 
temps compris entre deux midis ou entre deux minuits eonsé* 
cutiÊ* 

Les astronomes comptent les a4 heures d'un midi à Pautre^ 
au lieu que dans la vie civile le jour est Tintervalle de deux mi- 
nuits consécutifs; ainsi ^ par exemple^ le 6 janvier à 9 heures du 
matin ^ temps civil, répcmd au 5 janvier à ai heures^ temps as^ 
tronomique» Cependant il paraît que les astronomes j qui ne 
trouvent à cet égard aucun avantage réel dans leur manière do 
compter j se conforment maintenant à Tusage général ( Voyez 
TAstron. phjs. de Biot^ n"" 940 > t^^^^ 1^^ observations que nous 
rapporterons par la suite ^ comme exemples de^culsj ayant été 
faites antérieurement à cette convention ^ nous compterons les 
jours astronomiques comme à l'ordinaire. 

Les jours astronomiques ne sont pas tous égaux entr*eux comme 
les jours sjdéraux^. et ils soiit plus longs que ceux-ci de plusieurs 
minutes; car lorsqu'une étoile et le soleil se trouvent en même 
temps au méridien un certain jour , le lendemain le soleil ^ en 
vertu de son mouvement fn'opre d 'occident en- orient, passe au* 
méridien plus tard que l'étoile , et après avoir décrit environ 
59' 8' de degré de son orbite. Parconséquent, dans l'espace d'une 
année le soleil traverse le méridien une fois de moins que Tétoile. 

Nous venons d'observer que )es jours astronomiques ne sont pas- 
égaux; leurs différences résultent à*la-fois de l'obliquité de l'éclip^ 
tique et de ce que le mouvement propre du soleil n^est pas uni- 
£3rme: ainsi les oscillations du pendule d'une bonne horloge étant 
isochrones , ou^ d'égale durée, peuvent bien être réglées sur le 
mouvement diurne des étoiles, miEtiff non pas sur la matTche du 
soleil. Cependant en feisant abstraction des inégalités de cette 
marcb^ , ou pour mieux dire,^ en* supposant qu'ua autre soleil 
décrive l'équateur en vertu d'ui;i mojen mouvement, l'intervalle 
compris entre deux de ses. retours consécutifs fiu méridien, for* 
JUBX9L un JQur moyen astronomique entre tous les jours vrais ou^ 
apparens^ et Thorloge qui sera réglée su^Je mouvement unifyrme 
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de ce soleil fictl£ se trouvera d'accord avec le vrai soleil quatre 
fois dans Tannée. .On nomme équation du temps la différence 
positive ou négative entre un jour vrai quelconque et le jour 
mojen correspondant. Cette différence, calculée pour chaque jour, 
se trouve sous le titre de temps moyen ou au midi , dans la Cou*- 
naissance des Temps que le Bureau des Longitudes publie chaque 
année , et elle sert à faire connaître si une horloge est bien ré- 
glée, comme on le verra par la suite. 

En prenant pour unité de temps le jour moyen astronomique , 
ôii trouve que- la durée du jour sjdéral est de oi- "",997 269722, 
c'est-à-dire, de oS^S&'j d'où il suit que l'accélération diurne des 
étoiles est de 4^ P^ rapport au mojen mouvement du soleil; en 
Vertu de ce mouvement le soleil emploie 365)^,24^222 à revenir 
à réquinoxe du printemps. Cette durée forme Vannée tropique. 
' Il résulte de là que si Ton prend le jour sjdéral pour unité , 
le jour moyeu solaire sera exprimé par li- •y^*,oo2737752 , ou 
24^ 5' 56^,54; ainsi lorsque l'on aura des heures moyennes so- 
laires à convertir en heures sydérales , ce qui se pratique très- 
éouvent en astronomie, il faudra augmenter les premières de 
9^8568, ou simplement de 10% si l'on juge que cette exactitude 
soit suffisante. 

Le temps qui s'écoule entre les deux retours du soleil au même 
point du ciel ou aux mêmes étoiles , constitue Vannée sydérale ; 
celle-ci est plus longue que l'année tropique, de 0)^014119; ainsi 
les éqùinoxes rétrogradent, à l'égard du soleil, de 5o^i de degré 
par an : c'est ce moûvetnent des nœuds de l'écliptique que l'on 
Xkomtiiis précession des éqùinoxes. 

' 6* Newton découvrit 1^ premier que tous les corps ont la pro- 
priété de s'attirer récîproquiement en raison composée de la di- 
recte des masses' et de l'inverse du qùarré des distances. C'est à 
cette loi générale de là' nature que sont dues les perturbations 
des corps célestes et le phénomène de la nutation , lequel con- 
siste dans de petites oscillations qui abaissent et élèvent alterna- 
tivement Taxe delà terre de i8* environ, sur le plan de l'éclip- 
tique et dans l'espace de 18 ans. 

* Le mouvement moyen de la ligne des «éqùinoxes éprouve , par 
les mêmes causes, fie petites inégalités dont la période est la même 
que eelle de la nutation. 
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CHAPITRÉ III. 



De la position des astres , par rapport à Pêquateur , 

à Vécliptique et à Vhorizon. 

i 

7. Il est évident^ d'après ce qui précède, qu'une étoile décrit 
i5* de son parallèle pendant une heure sjdérale; de même , lors- 
que le centre du soleil arrive au méridien après une heure vraie 
ou apparente, il a parcouru, par rapport à l'équateur, un arc 
de i5**. Cet arc, converti en temps, s'appelle V angle horaire de 
l'astre*, il doit toujours être pris sur l'équateur, depuis le méri- 
dien jusqu'au cercle de déclinaison qui passe par le centre de 
l'astre et par les pôles. 

La déclinaison d'un astre est sa distance à l'équateur , mesu« 
rée sur son cercle de déclinaison; elle peut être australe ou bo- 
réale, suivant que l'astre est dans l'hémisphère austral ou boréal. 

L^ascension droite est la distance du point équinoxial du prin- 
temps au cercle de déclinaison, comptée sur l'équateur de l'ouest 
à l'est. On voit donc que la position d'un astre est connue quand 
on a son ascension droite et sa déclinaison. 

On détermine aussi la position des astres par rapport à l'éclip^ 
tique, et pour cet effet l'on imagine des grands cercles passant 
par les pôles de cet orbe solaire ; on les nomme cercles de lati-^ 
tude, parceque c'est sur eux que l'on estime la distance des 
astres à l'écliptique. La latitude est australe ou boréale, suivant 
que l'astre est entre le pôle austral et l'écliptique , ou entre ce 
cercle et le pôle boréal. 

Les cercles de longitude sont des petits cercles de la sphère 

r 1 
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célesfe parallèles à rëcliptique; mais l'on est dans Pasage do 
prendre pour la longitude d*un astre l'arc de l'écliptique com* 
pris entre le point de Téquinoxe du printemps et le cercle de la« 
titude. Ainsi Ton connaît encore le lieu d*un astre par le moyen 
de sa latitude et de sa longitude qui se compte, comme l'as- 
cension droite, d'occident en orient» 

La hauteur d'un astre est Tare de grand cercle compris entre 
l'horizon et cet astre, et dont le plan passe par le zénith de 
l'observateur. L'angle que ce cercle de hauteur ou vertical fait 
avec le méridien > est dit Vazimuth de l'astre. Le grand cercle 
qui passe par les points est ou ouest se nomme premier vertical f 
celui-ci est donc perpendiculaire au méridien du lieu. 
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CHAPITRE IV. 

Du mouvement de la terre autour du soleûj et des 
latitudes et longitudes géographiques. 

8. JLfans tout ce qui préc&de sur le système du monde ^ le 
so'^il est supposé en mouvement autour de la terre; mais il est 
très - probable que ce mouvement n*est qu'apparent et n'est 
dû qu'à une illusion d'optique semblable à celle qu*éprouve 
un vojageur , lorsqu'entraîné par le courant d'un fleuve, il 
fixe les rivages et leur attribue un mouvement contraire à ce- 
lui par lequel il est emporté réellement. En effet, l'hjpothèse la 
plus conforme aux observations, est d'admettre que la terre tourne 
sur elle-même en 24 heures, et autour du soleil dans l'espace 
d'un an, en décrivant un orbe dont le centre du soleil occupa 
un des fojrers; mais dans l'une comme dans l'autre supposition^ 
les apparences des mouvemens des corps célestes sont les mêmes; 

La terre, en décrivant son orbe ou l'écliptique, est accom- 
pagnée de la lune, qui, par son mouvement propre d'occident 
en orient ^ décrit elle-même une ellipse k l'un des fojers de la- 
quelle est placé le centre de la terre. L'orbe lunaire étant incliné 
sur récliptîque, de 5" environ, rencontre cette courbe en deux 
points opposés , qu*on appelle nœuds de la lune. Ce satellite pré- 
sente perpétuellement plusieurs phénomènes très-remarquables V 
sur lesquels néanmoins nous garderons le silence, parceque le 
petit nombre des méthodes astronomiques que nous exposerons 
par la suite n*en exige pas la connaissance. 

9. En considérant toujours la terre comme une sphère , tous 
les points de sa surface , dans leur mouvement diurne autour de 
Taxe du monde , décrivent des cercles parallèles entr'eux et qui^ 

B 
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comme dans la sphère céleste , sont nommés parallèles , lors- 
qu'ils sont inégalement éloignés des pôles. L'équateur terrestre 
est donc le cercle dont le plan coïncide avec celui de Téqua- 
teur céleste, et partage la surface du globe en deux hémisphères. 
Le méridien d'un lieu est de même le cercle qui passe par ce 
lieu et par les pôles de la terre. Le premier méridien est celui 
auquel on est convenu de rapporter tous les autres. 

L*angle que forment deux méridiens est mesuré par Tare de 
réquateur qu'ils interceptent. Cet arc se nomme longitude ter- 
restre , ou différence des longitudes, en tant que l'un des méri- 
diens est ou n'est pas considéré comme le premier. La longitude 
•e compte sur l'équateur, de part et d*autre du méridien, et peut 
être parconséquent orientale ou occidentale : elle se compte aussi 
dans le sens du mouvement de la terre , c'est-à-dire d'occident 
en orient, et depuis o"" jusqu'à SGo""} cela est indifférent, pourvu 
qu'on avertisse» 

11 suit de là et de ce qui a été dit plus haut , que lorsqu'il est 
midi vrai au méridien de Paris , par exemple , il n'est que 1 1 
heures, temps vrai, au méridien d'un autre lieu dont la longitudq 

occidentale, par rapport à cette ville , est de i5% 

• 

Sur la terre sphérique, la plus courte distance de deux points est 
déterminée par l'arc de grand cercle qui passe par ces deux points , 
et la distance d'un lieu à l'équateur est l'arc du méridien de ce 
lieu intercepté entre son parallèle et la ligne équinoxiale (*). C'est 
cette dernière distance que l'on nomme latitude géographique : 
il est nécessaire d'indiquer si elle est australe ou boréale. 

La latitude d'un lieu est égale à la hauteur du pôle sur l'horizon 
du même lieu j car la latitude et la hauteur du pôle ont l'un et 
l'autre pour complément au quart du méridien ^ la distance de 
ce lieu au pôle élevé. 



(*) n ne faut pat confondre la ligne équinoxiale avec la ligne des équinoxes. 
La première est Féquateur lui-même ^ et la seconde est la droite qui [oint les 
points équinoxiaux. 
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10. De même qu'un point est donné sur un plan par ses dis* 
tances à deux droites fixes , de même aussi la position d'un lieu 
sur la terre est déterminée par sa longitude et par sa latitude. Nous 
ferons bientôt connaître les moyens que les géomètres ont imaginés 
pour déterminer exactement les situations respectives des objets 
peu éloignés les uns des autres , et ponr conclure même les dimen- 
sions du sphéroïde terrestre. C'est dans la vue de rendre plus lucide 
tout ce que nous dirons à ce sujet, que nous avons jugé à propos 
de donner une notion de la sphère ; mais VExposition du Système 
du monde et la Mécanique Céleste sont parmi les ouvrages les 
plus précieux en ce ^nre ceux qu'il faut méditer, lorsqu'on veut 
approfondir toutes les théories qui constituent la science de rastrc- 
nomie. Biot a publié aussi to^it récemment un Traité élémentaire 
d'Astronomie physique y qui peut être considéré comme une intro- 
duction au grand ouvrage de Laplace. 
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EXPOSITION SOMMAIRE DES DEUX TRIGONOMÉTRIES. 



CHAPITRE PREMIER. 

De la Trigonométrie rectiligne. 

II. lu. ON intention n*a pas été d'écrire un Traité complet de 
.Trigonométrie , parcequ'il ne nous reste rien à désirer à ce sujet j 
mais j'ai cru utile de rappeler les principes généraux de la réso- 
lution des triangles ^ qui servent de fondement à cet ouvrage > et 
de donner au moins succinctement les démonstrations des formules 
que j'aurai occasion d'employer par la suite. 

Je vais d*abord reprendre les trois équations fondamentales qui 
établissent les relations entre les côtés et les angles d'un triangle 
rectiligne* Ces trois équations sont 

b^ =a' + c* — :iacco%B \ {A) 
c* s= a' + Â* — :2a3cos C j 

en désignant par a, b, c les trois côtés d'un triangle rectiligne quel- 
conque , par Aj B, C les angles qui sont opposés à ces côtés , 
et en faisant le rajon des tables ?= i ('*'). 

O On suppose que Ton soit parvenu aux relations dont il s'agit, par une 
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Si Ton ajoute ensemble la première et la seconde de ces équa*' 
fions ^ puis la première et la troisième , puis la seconde et la tro»* 
sième , ces trois sommes seront respectivement divisibles par 20 
sb , 2a, et Pon aura pour qaotiens les équations très- simples du? 
premier degrés 

c — bto%A — a cosiî = d- 

h — c cos A — a cos C = o ^ ( B)^ 

a^^c cosr B -^a cos C :=:o' 

H est évident que les trois parties d'un triangle étant données'; 
on peut en général déterminer les trois autres; puisqu'entre celles-ci 
SI existe un pareil nombre J'équatTons. Cependant s'il s'agissait de 
trouver les trais côtés d'un triangle rectiligne par la connaissance 
de ses angles , le résultat de Télimination , d'accor J avec les con- 
sidérations géométriques , apprendrait alors que le problême est 
indéterminé j et cette indétermination résulte de ce que les équa-» 
tiens (^B) sont sans termes tout connus.* 

jf2. Lorsque le triangle proposé est rectangle, ces équations de- 
viennent elles-mêmes plus simples. En effet , si A=:V , q dési- 
gnant le quadrans , on aura cos^ = o , et partant 

C'--^acosBz=^o\ 

^— ^cosC = o^. (C) 

a-^^ccosB — 3cosC = o ) 



Or, à cause que, dans cette circonstance , cos i?=:sinC, et ré- 
ciproquement cosC=sini?, la première équation se change en- 

celle-ci i 

c^^Orsin Cz=zOy 

d*oà 



sm C=-. 

a 



Par la même raison y la seconde équation devientf 



méthode indépendante de la résolution du triangle rectangle : consultez à cet 
égard lapplication de T Algèbre à la Çéométrie de JLacroix (n*» 96, S' édition > 
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et donne 

8in^=-. 

a 

Il suit de là qne; dans un triangle rectangle, le sinus d'un 
des angles aigus est égal au côté opposé à cet angle , divisé 
par Chypothénuse. 

h c 

i5. Puisque d'une part sini?:=-, et de l'autre cosjB=-j on 

aura, en divisant la première expression par la seconde, 

j^=:tang^;=.; 

il résultera de même 

^^=tangC=jî 

ainsi la tangente d'un des angles aigus d*un triangle rectangle 
est égale au côté opposé à cet angle , diuisé par r autre côté 
de V angle droit. 

i4. De la première des équations {€) Ton a immédiatement 

c 

as 



et de la seconde équation l'on tire 



cosC 

Ces deut expressions d'une même quantité conduisent à Téquation 

h cos C %\xiB 
C ' cos^ *"" «n c ^ 

d'o& l'on déduit la proportion 

sini? : sinC :: 6 t ^^ 

donc, dans tout triangle rectangle les sinus des angles aigus 
sont proportionnels aux côtés opposés à ces angles. 
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Quant à la dernière des équations (C) , elle devient en j sub- 
stituant pour coiB et cosC leurs yaleurs tirées des deux autres. 

Nous voilA donc retombés sur l'expression du quarré de l'hy- 
pothénuse ; et c'est là le principe sur lequel est établie la démons* 
tvation des équations (^)« 

i5^ Four trouver maintenant les formules qui conviennent aux 
différens cas des triangles obliquangles, on tirera de la première 
équation (^) 

cos^ = ^\ ' ^ ; 

et substituant cette valeur dans l'équation sin*^=:i — co%*Aj 
il viendra j après avoir fait les opérations convenables/ 

sm ^^ -^ j 

d'où Ton tire 

sin jjL zis^ i — • 

ubç 

IHuItipIiant le second membre haut et bas par a, on aura 
sm-^ — ax- jjg^ t ;> 

et désignant par M toute la fraction qui multiplie a^ on aura 

sin ^ = aM, 

Or , comme la quantité M est une fonction sjmétrique des trois^ 
côtés du triangle, on en conclura pareillement 

sinBz=ibM'} sïaCsscM} 

■ I ■ I I ■ I ■ J ■■■■■■» , , n p ■ I ii^WMa|W»^Ww«fMM*>^»i|^*lf»iW>Mi«««Miil»Miaa^l#M^iM1— ^i» 

I • 

I 

C^) Si Ton jette un coup-d'œil snr }a «o)utkui.â« pv<d>l&i9 4a b^ s4 d« moiii 
Recueil de Propositions de Géométrie , on se cpnyainçra que cette quantité ra-^ 
dicale est l'expression du quadruple de Taire du' rectangle de même base et de 
même hauteur que le triangle proposé.- 
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donc 

ou 

un A * sinB :: a"* b*y 

dojic, (fans tout triangle, les sinus des angles sont propor^ 
iionnels aux côtés opposés. 

i6. Puisque a sin^ = b sinA , et csinBzzs b sinC , Ton aura 
en ajoutant; et en soustrayant ces égalités membre à membre , 

( a -f- ^ ) sîn 3 = i ( sîn -4 -f- sîn C ) 
(a — c)s\n b ^=: bÇsiuA — 8ÎnC)j 

d*ou Ton tire, en divisant le premier résultat par le second ; 

« -f- c «in -^ + sin C 

a — c*"^ sin >^ — sin C* 

Mais l'on sait par la tliéorie d^s fonctions circulaires, que 



5În >^ + sin C 



ainsi 






.c -sC^^) 



W" # 



a — C ^ /A — C\ 
OU 

a^-^î a — c :: tangi(^+C) : fang^^ — C7)(^) : 
de là on tire 



..(*) Il «et i propre da remarquer ^oe t*on obtiendrait plus promptement ce 
résultat , si Ton voulait recourir aux propriétés des proportions. Ea effet à cause 
de sinJ^iiinC::a: c, ona «nr-^le-champ 

s^^ + sin .C : sin -^T— sin CUa+c; a— c; 

mais nous avons préféré une voie plus analTtiqn'é; 

Cette 



LIVRE IL 17 

' Cetfe formule se rapporte au cas où Ton conuait deux côtés 

.a, c et l*augle compris B , c'est*à-dire , qu'elle donne le mojen 

de trouver la demi-différence des deux angles inconnus ji, Cy 

or on a d'avance leur demi^somrae^ puisque ^ ■ =1* — — j 

donc on a tout ce qu*il &ut pour connaître ces angles. 

Si les deux côtés a, c sont connus par leurs logarithmes^ ainsi 
qu'il arrive fréquemment dans les opérations géodésiques, on 
pourra se dispenser de chercher les deux nombres correspondans 
pour calculer la formule précédente^ et voici alors comment il 
faudra opérer. . 

On considérera a, c comme les côtés d'un triangle rectangle 1 
>et en désignant par ^ Tangle opposé au côté a, on aura 

tang(p»:f* 
Cet angle sera plus grand qu'un demi-quadrans > puisque l'on 

suppose a>i> donc à cause de tangf ^— - ) 5= \^A^ 

> '^ i4- tango tang- 



de tang- =si> on aura 



+tans(ptaii6- ^ 

1 



tang((p — i") 



fl — c 



mais d'après ce qui précède^ 

donc 

taiig(^^^=cotiBfang(^-i*) , 

formule qui donnera , conune ci-dessus la valeur de -' ^ « 
17. Maintenant si dans l'équation 

COS^ SS5 ■ ■ t ' ^ * 

soc 
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on met au lieu de cosA sa valeur i^ usinai A, on aura eu 
changeant les signes de tous les termes^ et en laissant seulement 
niii^iA dans le premier membre, 

sm'J-4= 4ftc ~" 4bi .'' 

Le numérateur do second membre étant le produit des deux 
facteurs (a-H^"0(^~*^"i"^)^ on donnera à cette équation la 
ibrme 

5m ï-«— ^ , 

mais comme— 4 — sss . T , T 6, et que--!-- — ss ^^^ ~^# 

si Ton désigne a+b+c par ^^ on aura après avoir extrait la 
racine quarrée. 



.,.=v/^MM. 



Ibrmule qui penf être calcinée facilement par les logarithmes ; 
et qui donne très-promptement un angle du triangle dont on cou* 
naît les trois côtés. 
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CHAPITRE IL 

ê • 

De la Trigonométrie sphérique. 

iB. LjES principes pour la résolution des triangles sphériques 
dérivent naturellement des équations (^A) relatives aux triangles 
rectiligaes* 

Soient AD la tangente et OD la sécante de Parc AB. ^^^' *• 

Soient de même AE la tangente et OE la sécante de Tare AC. 

Si Ton désigne comme à l'ordinaire par A, B ^ C les angles , et 
par a, b, c les côtés opposés du triangle sphérique ABC cons- 
truit sur la surface d'une sphère dont le centre est en O ^ 1^ 
triangle rectiligne ADE donnera^ en faisant DE :=^x , 

x^ = tang* b -f- tang* ^ — • a tang b f ang c cosAy 

le triangle ODE donnera de même 

X* = sec* b + sec*c — 2 sec ô sec c cosa j 

foustrajant de cette équation la première^ et faisant attention 
que sec* 2^ — • tang' Â =: I ^ on aura^ réduction faite ^ 

+ sin & sin c ^ cosa 
7 COS-4 T =0, 
CO6 C05 C C08 b cos c 

ei; parconséquent 

cosa = cos b cos c + sin b sin c cos>^ ^ 
cos^:=:cosAC08c-f-8inasinccosB >• («) 
cos c = cos a cos ib -H sin a sin 6 cos £7 ) 

La combinaison de ces trois équations donne .la résolutioft 

Ca 
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de fous les cas possibles des triangles sphériques , et nous verrons 
bientôt comment elle doit s'effectuer^ afin d'obtenir des résul« 
tats commodes pour le calcul logarithmique. 

19. Si de la première des équations (et) on tire la valeur de 
cos^^ et qu'on l'introduise dans l'équation sin'u^=si— cos""^, 
on aura 

réduisant les termes du second membre au même dénominateur; 
multipliant haut et bas par sin'a^ et extrayant la racine^ on 
obtiendra 

sm^=:sina x — ^ : — r-r-: i; 

désignant par M toute la fraction qui multiplie sina^ on pourra 
écrire plus simplement > 

8in^=:ilf sina. 

Un calcul semblable pour les deux dernières équations (01) con« 
duirait de même à 

sini7 = Af sin3 

sin C=:ilfsinc. 

n suit de là que les sinus des angles d'un triangle sphérîque 
sont proportionnels aux sinus des côtés qui leur sont opposés. 

20. L'hypothèse ^7=1^ réduit la première équation (a) ainsi 
qu'il suit : 

cosa = cos 6 coscj 

donc^ dans iout triangle sphérique rectangle, le cosinus de 
rhypothénuse est égal au produit des cosinus des côtés qui 
comprennent Vangle droit. 

21. Maintenant si l'on met pour cosa sa valeur précédente dans 
la seconde des équations citées^ et tangacosdcosc pour sina 
(quantité résultante de cosa=:cosdcosc multipliée par tanga)^ 
€n aura^ à cause de 1 — •cos'csssm*^^ 
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taoga C08 c co$B mstànCf 
d'où l'on tire 



tangacosBsstaxïge, ou cosS 
on obtiendrait de même 



tangc 
tanga' 



tangacosCstangi^ ou ^^^^^^J* 

c^est- à-dire que dans tout triangle sphériquc rectangle , le cosi^ 
nus des angles obliques est égal à la tangente du câii adjacent^ 
diuisée par la tangente de Phypothénuse. 

M. Par Part. lo, nous avons eu^î^ss^?^; nuis dans VHy< 
potlièse que AtssV, on a simplement siuiSs?-: — . 

D'un autre côté, par Part, précédent, nous avons eu ^^^^=ij;;;fs» 

or si on divise Pune par l'autre ces deux dernières équations ^ 
on aura 

coaC tang6 tin a cosa 
ûaB tin o* tango coi 6 

Enfin, en vertu de Tart. 20 , ^^ =: cos c ; 



donc 2j-g == COS ^ , et pareillement ^r-^ = cos 6« 

Donc, dans un triangle sphérique rectangle, le cosinus (Pun 
des côtés de V angle droit est égal au cosinus de V angle Opposé^ 
dii^isé par le sinus de l'angle adjacent. 

a3. Puisque 8in5=îî^, et cosiî 5=5 J?^, on aura en divisant 
Tune par l'autre , 

mB 8in& tanga 

cos^'"" sinii * taog c ' 

ou bien à cause de sina=:cosa tanga, et du principe démontré 
dans Tart. ao, on aura 
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mb sînb 



UngB 
donc 



cosatangc cos^cosctangc' 



donc^ la tangente d'un angle oblique (tun triangle sphériquc 
rectangle est égale à la tangente du côté opposé ^ divisée par le 
sinus de F autre ùâté de P angle droit. 

a4« Eofia si Ton multiplie Pane par l'autre les deux équations 
précédentesj on obtiendra 

tangB tang Ca=^6* . ^SLf 

O D an h mn n 



aoa * Âne cosicosc' 

mais cot^ cose as cosu; 
donc 

taiigBtaiigC = ^, on co$a = ^: 

« 

ainsi le cosinus de Vhypoihénuse d'un triangle sphérique est égal 
â la cotangentc d'un angle oblique^ divisée par la tangente de 
Vautre angle. 

Voilà tout ce qui concerne la résolution des triangles spbériques 
rectangles. En ajant égard ^ dans les formules , aux signes qui 
doivent aflPecter les yaleurs de sin> cos^ tang, etc. d*un angle, 
on ne sera nullement embarrassé sur Téspèce de l'angle ou du 
côté cherché ^ dans tous les cas qui ne sont pas douteux de leur 
nature. L*équation cosa = cosd cosc^ par exemple , nous apprend 
que chacun des trois côtés d'un triangle sphérique rectangle est 
plua petit fa*tin tjuadrans ^ ou que si deux côtés sont plus grands 
que iS le troisième sera nécessairement pins petite ou enfin que 
si les deux côtés de Tangle droit sont d'espèces différentes^ Th/- 
pothénuse sera ">t^. 

De même par réquation tang5=î5?^, nous voyons qu'un 

angle oblique est toujours de même espèce que le côté qui lui 
est opposé. 

^5. Passons maintenant & la recherche des formules pour la 
résolution des triangles sphériques en général. 
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Des équatioQS (a) Ton tire 

^ cosa— «cosicosc 

COS y^ = : — I . 

smosmc 

n COsft-— C0SaC08Cm ^ /^ ^ 

smasmc ' ^' ^ 
^, C08C— cosacosi 

coâ C/ =: ■ I 

L^une de ces équations fait connaître un angle d'un trlangte 
sphérique^ en fonction des trois côtés; mais l'on peut trans- 
former ces équations de manière à ce que leurs seconds membres 
soient décomposés en facteurs* Pour q^ effet l'on mettra dans 
I — cos^sa sin'i^ la valeur précédente de co%A, et Ton 
parviendra facilement à 

Or à cause de cosç— cos;; = asin|(;M-^)Mnf (;p— ^), on aflfvi- 
demment 

' sm^sinc 

a*où l'on tire> en Ëdsant «=sa+6+c* 



tiniA 



V smiainc ^ 



équation analogue à celle de Tart. 17 ^ et relative au triangb 
rectiligne. 

36. Si> entre les première et troisième équations (a).^ Von éti- 
Biine cQSCf on aura 

€os^6inc»f- cosCsinacosi^K eosa sin^; 
maii par l^àrfc 19 

nn a sin C 

9xaa 



donc 



cotudi sin C 4* cos C eoÊ-b ika cotaski^^fr ; 
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d'ailleurs 

donc enfin T^quation précédente deviendra, après aroir chassé 
le dénominateur, . 



cos^ sin C=s cosa sin JS -*- sin^cos C cos &; 
on aura* pareillement 

.cos^sinCs=:cos&sin^-^sinJ?cosCcosa , 
et éliaunaxit cos 6 entrç ces deux-ci, on parviendra à 

co8^=:cosa8ini?sinC— cosj^cosC} 

. (cosJ7=cos68ia/df8in£7 — cos^cosC ^. (y) 
on aura de-meme { ^ . ^ . ^ ^ ..V 

( cosC:=coscsin^sinf — cos^cosiS j 

Ce système d'équations est analogue à celui que nous avons 
désigné par (a), et il est remarquable que Tun se déduit de 
Tautre^ en écrivant ABC au lieu de abc, et vice versa; les co- 
sinus étant toutefois affectés du signe négatif» 

27. Si l'on traite le% équations (y) comme les précédentes (a), 
on aura pour résultat 

formule qui donne un côté en fonction des trois angles. 

Si la quantité qui est sous le signe radical était négative comme 
elle le paridt d'abord , il serait impossible de déterminer la valeur 
de sin -Y a *, cette valeur est cependant toujours réelle \ car en générai 

sin (x— V) xs— «cos j; j donc sin f ■ - ^ y— i Mt?; cos ^ ■ J • 

quantité qui est toujoui^s positive, parceque A+B^C étant 

nécessairement comprise entre a* et &, on a ''' — x^ > o , et 

<!i^. D'ailleurs le côté d'un triangle sphérique étant plus petit 
que la somme des deui^ autcj^, on a par la propriété du triangle 

* polaire. 
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polaire^ 3^ — ue4<a^— ^+3^ — C, d'où -^^î^ <i%dontleco- 

mk 

sinus est positif. 
2i8. De l'équation 

cos ^ sin c =: cos a sin ô — cos C sin a cos ô 

obtenue à Tart. 26 on conclut par une simple permutation de 
lettres , 

cos iS sin c = cos 6 sin a — cos C sin b cos a j 
or ajoutant ces deux équations^ on a^ réduction faite^ 
sinc^(cos^ + cos5) = ( i — cos C) sin (a + b). 
D*un autre côté^ 

sin a ^_^ sin c , sin b ^^^ sine 
sin A """ sin C * sin J5 ""^ sin C ' 

chassant les dénominateurs^ ajoutant et soustrayant les deux 
équations Tune de l'autre , on trouvera 

sine (sin^-f- sin -B) = sin C (sina-Hsini) 
et sinc(sin^ — siniB)=:sinC(sin/z — sinb); 

divisant successivement ces deux équations par la précédenjtCj 
on aura 

•in ^ -f- sin ^ sin C /sina-f-siniX 

cos^4-co8^"'^ 1 — cosC Vsin (a + i)/ 

«in ^ — sin B sin C /sin a — sin 6 \ . 

cos A 4- cos J5 "^ 1 — cos C\sin(a + 6)/' 

formules qui , en vertu des art. 26 et 28 ( Trlg. de Lacroix.), de- 
viennent 

et à l'aide desquelles^ étant donnés deux côtés et l'angle compris^ on 
peut trouver les deux autres angles. Malgré que ces équations soient 

D 
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sous une forme très-commode pour l'emploi des logarithmes^ nous 
aurons recours par la suite k la formule qui donne directement 
un des angles inconnus : cette formule est 

, ^ cota un 6 .^ y . 

COt A = r-TT- — cot C cos ^ • 

et dérive visiblement de la troisième de Tart. 26. Jusqu*à pré- 
sent on n'a pu la réduire immédiatement en facteurs; mais si 
Ton fait usage d'un angle subsidiaire ^^ et que l'on fasse 

tang (p = tanga cos C > 

ce qui revient à diviser le triangle en deux rectangles , l'équa- 
tion précédente deviendra 

cot^=cot c (cot (p sin ^— cos b) = -: — (cos ^ sini^ — * sin (p cos b) ; 

donc 

cot^ = -^ — . sin(ô— ^). 

29. L'analyse qui nous a conduit aux formules ci-dessus étant 
appliquée aux équations (y) nous conduirait de même aux formules 
suivantes ; 

ring + sin & sine /tin A^'mnB\ 

cosa + cosi""" 1 -f cosc \ sin (>/ -f- Jî) / 

ting— sini sine /sin-«df — sin^X 

eosa-f-cosi'"" i+cosc \cos(-<i + ^)y* 

Concluons de là que 

tangKa + 3) = tangic ^;;î[j;f] 

tangi(a-3) = tangic2Si|4^> 

ainsi étant donnés un côté et deux angles adjacens t on trouvera 
les deux autres côtés au mojren de ces deux dernières formules. 
Celles-ci et leurs analogues étant mises en proportion , sont con- 
nues sous le nom d'analogies de Neper. 

On obtiendrait immédiatement l'un des côtés a ^ b) le côté a» 
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par exemple » an moyen de la formule 

* 

. cot A %mB . , -. 

cota = : f- cote C08 j? . 

sine • ' 

que l'on trouve sur-le-K^hamp en mettant dans Péquation ana- 
logue^ A,B^ C au lieu de a,b ^ c, et en affectant les cos. et les 
cot. du signe négatif^ comme nous Pavons déjà observé. 

Pour la réduire en facteurs , on fera 

.. ^ cot A 

" ^ C08C ' 

et en substituant pour cot A sa valeur cosctang(p^ on aura 

COta=: .C08(J5— (p). 

C08 ^ ^ ^ ^ 

3o. Il nous reste à faire voir comment les deux systèmes d'équa^ 
lions (a) et (y) peuvent se plier aisément au calcul logarithmique ^ 
par la voie d'un angle subsidiaire. 

Pour cet effet reprenons > psir exemple , l'équation 

cosa = cosbcosc + siabsinc cos A 

qui donne directement le troisième côté d'un triangle dans lequel 
on connaît deux côtés et l'angle compris ^ et faisons 

taDg(p=:tangecos^, 

on aura 

sine cos^ =3 cosc tang(p ; 
donc 



cos c 



cosa = co%c (cosft + sini^ tang(p) = — -(cosi^cos^*4-sln^sin(p) } 
donc enfin 



cosc 



cosa = .cos(ô — ç). 

C'est par un procédé pareil, que la première équation (y) 
pourra être décomposée j ainsi pour trouver le troisième angle A 

J)2 
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d*un triangle dans lequel on connaît les deux autres angles ^ ^ C, 
et le côté intercepté a, on aura à résoudre les deux équations 

cot ^ = tang C cos a 
cos^ S=: -T— • . sîn (5— ^% 

Voilà à-pen-près les formules les plus importantes de la tri- 
gonométrie sphérique. On trouvera plus de détails dans les Traités 
de Trigonométrie de Lacroix et de Legendre, et dans un beau 
Mémoire de Lagrange^ (6« n^ du Journal de l'École Polytechnique). 
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CHAPITRE III, 

Contenant des observations sur dît^ers cas particuliers 

de la Trigonométrie. 

Si. JuA résolution des triangles par les formules que nous avons 
données dans les deux chapitres précédens^ a tout le degré de 
généralité que Ton peut désirer; mais il arrive quelquefois dans 
la pratique^ que Terreur des tables des logarithmes s'accumule 
sur les résultats auxquels conduisent les solutions générales. Pour 
obvier à cet inconvénient^ nous analyserons quelques-uns des 
cas particuliers dont les solutions^ quoiqu'approximatives , se 
trouvent^ en grande partie^ dégagées de Pcrreiur dont il s*agit. 

Nous emploierons les séries suivantes^ qui sont assez connues 
pour que nous soyons dispensé d'en rappeler les démonstrations* 



sin :c s=ar — --— 5 + 



X . x* 



1^3,3'^ 1.2.3.4*5 

X» , x^ 

cos a; s=: I -— 1- 



• • • 



i.a ' i.s.3.4 



•. ^ 



Nous anrons aussi occasion de convertir en parties du quadrans, 
ou en grades^ un arc donné en parties du rayon pris pour unité. 
Cette opération est fondée sur la considération suivante : 

Si Pon suppose que le rayon soit développé sur la circonfé- 
rence^ il interceptera un nombre de parties du quadrans^ que Ton 
obtiendra à l'aide de la proportion 
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d'où Ton tire 

Mais Tangle C étant très-obtus, Tangle A sera fort aigu; ainsi 
le sinus de celui-ci peut être pris pour son arc, et vice versd. 

Or on a 8in-^=-/?— -g-, donc yrf=sin-^H g — . Substituant 

pour sin^, et sin^' leurs valeurs déduites de l'équation (2)^ on 
aura, en se bornant toujours aux termes de l'ordre 0% 

Il faut, dans cette formule, comme dans la valeur précédente 
de Cy et pour la même raison^ écrire ^ au lieu de 6; mais la va- 
leur actuelle de A serait donnée en parties du rayon ; donc pour 
Pavoir en minutes ou en secondes, il faudra la multiplier par /S, 
ce qui revient à 

55. On a quelquefois besoin de la valeur en série de Tun des 

angles inconnus^ de i?, par exemple. Or la formule t= ° . "^ 
devient, en développant sin(5+C), 

asin^ = ^ (sinif cos C+ cosif sin C ) , 

et parconséquent 

8În B ft sin C 



cosC a—" AeoiC 

mais en général 



sinors: 7= , cosa;=s ^ ; 

e étant la base des logarithmes népériens , pu le nombre dont le 
logarithme hyperbolique est si. 

Donc 
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Résolution à^un triangle rectiligne dont deux côtés sont 
donnés wec P angle compris , que Von suppose très-obtus. 

Za. Soient a^ b les côtés connus, et Cs=:a^-*-6 l'angle com* 
pris , étant très-petit* 

La formule de l'art, ii donnera, en conservant la notation qui 
j est indiquée, et en faisant attention que le cosinus de C est 
négatif, 

c' =; a' + &* + ^ad cosd; 

mais d'après l'art. Si , 

cosfl=i— — ; 
donc 

donc si l'on prend la racine quarrée en se bornant aux terme» 
de l'ordre 6* , on aura 

c = (a + *)-f^. (0 

Il est remarquable que, dans cette formule, est introduit 
comme im arc donné en parties du rajron ^ mais dans la pratique , 
cet arc est donné en minutes ou secondes*, et comme il doit être 
employé dans la première hypothèse, il faudra diviser 6 par K 
ou K'^ l'on aura donc en général 

Maintenant, d« l'équation ^=;-, on ^=-, on tiiei en 

^ sin C c' anS c' ' 

substituant la valeur de c et celle de 8in8=s6— «— s, 
.in ^ = Î,in9=.(«-?) .- =a(9-|) (;^ + i . 5;^) > 
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Lia^x)=La—l—^—^'-eic , on aura 



• • • • 

a sur ' oa- 

donc en divisant tout par 2^ — i , et réduisant au moyen de la 
formule 

? JL= = sin . mC , 

av/— i 

on aura pour la valeur de Tangle B , exprimée en parties du 

ra jon , 

-B=-8inC+ — sin2C+ç3SÎn5C + 



Cette série élégante^ à laquelle Delambre est parvenu le pre* 
mier^ est évidemment d'autant plus convergente^ que b est plus 
petit à l'égard de a. 

On peut voir dans la Trigonométrie de Legendre, page ^12 ; 
comment cet illustre géomètre obtient le logarithme de c en série 
ordonnée suivant les cosinus des multiples de l'angle opposé. 

Etant connus rhypothénufe d'un triangle sphérique 
rectangle , et un des angles obliques , trouver la va^ 
leur du côté agacent à cet angle , exprimée en série. 

34. L'équation qui donne le côté de Tangle droit c en fonction 
do ri\7pothénuse a et de l'angle compris B est^d'après Part. 2\^ 

tangc = tang a cos B. 

Or si l'on change les tangentes en valeurs exponentielles ima- 
ginaires^ on aura 






— ^ ■■— =5 008 B ■ ^ ■ • 




LIVRE IL 55 

Soient m = e^'*^""^ 7i= é^'^y^'^ Péquation précédente prendra 



la forme 



m— 1 r% ri"^ I 
-— = COSB — r- 1 

m+ 1 71 + i ' 



Chassant les dénominateurs et décomposant en facteurs , on aura 

m{n{i — cos-B)+(i+cos-fî)}=«(i4-cos-B)+(i— cosfi)-, 
d*où 

n (i+C08^) + n(i — co8^) 

m "" (i+codi5)-(-/i~'(i — cos-fi)* 

Divisant le second membre haut et bas par i+cosi?^ et substi- 
tuant pour-^ — ^ sa valeur tang*iiff, on trouvera 

to""" 1 + 71-* tang* i -5 ' 

et parconséquent en éliminant m et n, on aura 

i + tang» i Ber^^^r^' 

Maintenant si^ comme dans l'art, précédent» on prend de 
part et d'autre les logarithmes népériens > et que l'on développe 

en vertu de la formule i(i+z)=z— — -f-"»-^-- ••> il viendra 

a(a— c)/^===taiig*J-ff«*'*^^— î tangos J?c*^ 

— Xan^iBe-^^-' + itzn^^B-^y^- >-| tang«.i^e-«<~+ 

et enfin 

a— c=tan^î^8Ûijia— -âtang<^^8m4â-(-? tang*. -^^sinGa— 

C*est par un procédé à-peu-près semblable^ que Lagrange a 
obtenu cette série. (Mém. de l'Académie de Berlin^ année 1776). 

Résolution 6^un triangle sphérique dont deux côtés sont 

peu differens du quadrans. 

m 

35. Soient /r et 6 les deux côtés donnés , supposés très*peti 

différens du quart de la circonférence j on propose de trouver C 

en fonction des trois côtés a,b^c. 

E ^ 
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Par hypothèse 

05=1^ — ^, 

et comme a et /3 sont très-petits > Tangle C a pour mesure un 
arc très-peu di£férent de c. Soit alors 

ou aura 

sin I C=sin \ (c?+a:)=sin | c+i; a: cos i c; 

puisque a: est fort petit , et par suite , 

sin* 1 C =sin* ^ c + X sin i c cos jr. 

L'équation exacte 

^. , I ^r> sïni{b+c—a)s\ni^a + c—by 

^ 6Uia£in6 

obtenue dans Tart. aS résout la question proposée; mais vu qu'il 
serait pénible d'avoir C avec une grande exactitude, il vaut 
mieux calculer le petit excès j: de l'angle C sur c. Pour cet effet, 
on mettra dans Téquation précédente pour a, b et sin'^C leurs 
valeurs actuelles, et l'on aura 

sm ic-4<»a:sm7CCos4c = — = ^-^ ^-i * ^ : 

cos ce cosiS 

changeant ensuite les cosinus en sinus dans le numérateur du se- 
cond membre, et prenant la valeur de arsin^ccoslc, on aura, 
foute réduction faite, 

arsinfccosicss^ ^ ^ -i 

^ * C08A COSiS 

or 

1— co8*coaiS=«in»i(*+fi)+8m»J(*— jS) ettang[c r-7-^ — ^=— cotje; 

8111 "g C COS ^ C 

donc 

'^^ C08«C08i? * 

Telle est la formule à laquelle Delambre est parvenu par une 
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voie un t>en différente: en prenant les petite arcs pour les ainus , 
elle rentre dans celle que Legendre a donnée ^ c'est-à-dire > que 
Ton a, d'après cette hypothèse, 

a:=K*+/S)*tangic-.K*— /3)*cotl^. (a) 

Dans la pratique^ ^+/3 et et— j6 sont données en minutes 
ou secondes^ tandis que ces quantités doivent être considérées 
dans cette formule comme des arcs comparés au rajon pris potn: 



unité : mais si l'on y met^^^ et -^> à la place de ot-f-jS et 

de et — j8, la correction x fera elle-même partie do ce rajon, 
et en la multipliant ensuite par R^ elle sera exprimée en secondes; 
l'on aura donc en général , mais d'une manière un peu moin» 
exacte , 

^ = i jl tang|g~ r n cQtfg, 

Il est évident que l'on obtiendra de même x en secondes , en 
multipliant par R", ou-r^, le second membre de la formule (i). 

Si l'on veut maintenant c en fonction de C, on remarquera que 
puisque ces deux quantités diffèrent très-peu Tune de l'autre , on 
peut écrire Ç au lieu de c dans la valeur précédente de x*, ainsl^ 
d'une partj on a 

et de l'autre^ si Ton fait -^— :r==/, la correction cherchée sera 

• • > 

Résolution d'un triangle sphérique rectangle , dont un côté 
de r angle droit est fort petit à l'égard des deux autres. 

56. Le calcul des latitudes^ longitudes et azîmuths, en consi*- 
dérant la terre comme un sphéroïde de révolution, dérive, ainsi 
qu'on le verra par la suite , de la résolution complète d'un triangle 
sphérique rectangle dont un côté de l'angle droit est fort petit 
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à l'égard de9 deux autres. Il est donc essentiel de s'oceuper prëa« 
l'abJiement dé cette résolution : pour cet effet nous dénoterons p 
comme à l'ordinaire, par j4, B , Clés angles, et par a^ b, c 
les côtés opposés d'un triangle sphérique quelconque. 

Si y4 est l'angle diroit, et b le câté adjacent supposé très-petit, 
à l'égaid du rajoft de la sphère aur la surfsice de laquelle est 
tracé la triangle ABC^ on aura, par les principes connus de 
la résolution exacte des triangles sphériques rectangles. 



cos a = cos b cos c 
tang5=-^S* 



tangC 



aine 



tangc 
sinÀ 



W 



Il suit de l'hypothèse énoncée ci*dessus, que les arcs a, c 
diffèrent très-peu l'un de l'autre. Soit alors a:=.c^x\ la sub- 
stitution de cette valeur dans la première des équations précé- 
dentes donnera 

cos (c + x) = COS. £cosr« 

Développant le premier membre , il viendra 

cos ccosx — sin ^sin x = cos b cos c ; 

mais X étant fort petit, on a, en ne prenant que les premiers 
termes des séries (-^), sinj:=x, cosa:=sij donc 

cosc — a: sine = cos3 cos^ j 

et parceque kg qui estf lui-même fort petit, a pour cosinus 
A* , 

Il s*enstrit que 

cosc — a:sinc=: cosc (i — — J } 
donc 

XZSZ : =i\b*COiC\ 

a srnc * ' 

«u pour avoir x en secondes , 



LIVRE IL 35 

arsstjR^ootc; 

donc enfin 

Telle est la valeur de rhjpothénuse en fonction des deux autres 
côtés. Si au contraire on voulait c en fonction àe a et b , on j 
parviewlmit fu m procédB MmUahle aa préoédeat. £11 ^Stetr^ 
soit c=:a-|-j/, on aura 



CO8 a =s cos 2^ cos .^a *+• :c^) j 
déreloppaaty il tiendra -^ 

ou bien 

cota = cosi (cota— .xO ==^ v *^ "^) (txïta— x') j 
d*oii Ton tire^ en négligeant les puissances quatrièmes ae h y 

ar = — — cota^i — — j = — ib*cota*y 

àcftkt ' . ■) 

cassa — l^R'b^ccta. (a) 

37. Passons maintenant au développement de la secondé écjua« 
tion (^), laquelle ^evieiit^ an môyeù èes valeur^ de tatig J^ et 
de tang b, 

L*angle B et le côté qui lîii est opposé étant fort petits, on 

aura sensiblement Bci=:-, — etJB'cs^r^; idonc réqutftioh '^ptéc^ 
dente prendra hi forme ' '' ' ' : î > ^i 

d*oà l'on conclut 

n R'b RVcof^c /T\ ' 

sinc 08in-*c ^ '' -.î^ •» ; * 

38. Il ne nous resfe (dtt5tq4jL'à traiter la troisième^ égu^tion (B). 
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Or si l'on j fait C==i»— j^, y étant supposé très-petit, elle 
deviendra 

tang ( If — jr) =: cotjr = Hï^ . 

d'où 

. tangj^ = cote sin b. 

I r . 

Mettant pour taing^ et sin 3 leurs valeurs déduites des séries (y^^ 
art. 3i ^ on aura 

y +5^ == ;& cot c — -g- cote. 
On voit d'abord ^ par cette équation ^ que l'on a à-peu^r&s 

y3 ^ 

yz=:bcotc, ou "ir ;=:•»• 60 t^.c; ainsi cette même équation prendra 
la forme 

y=ib cote — YCotc({ + cot*c)} 

on aura donc 

C=i^ — ir^cotc + Zr^cotcd+cofc), (4) 

Cette valeur est celle de l'angle C donné en fonction des deux 
côtés de l'angle droit. Cherchons à présent la relation qui existe 
entre C, a, b. 

# 

D'abord, par la solution précédente, on a c = a— îi'cotaj 
ainsi 

C=: V— 3cot(a — iA*cota) 

+ -g-cot(a — Ib^cotayVl^cot^.ui ^cota^J. 

i 
Développant dans l'hjpothèse que le second terme de la valeur 

de c est très-petit , et négligeant les puissances quatrièmes de b , 

on aura, à cause de 

cotatanga=:i et de ^i^=^ot. 

C=i*— (ô+—) (cota -}--^cot3a) + 1*3 çota(| + cot*a) 

et ensuite 



■ t 



e=:i« — ir^cota— l/r^'cûtaCi+fcofa). (5) 

Résolution 
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Résolution des triangles sphériques dont les côtés sont 
très'-petits par rapport au rayon de la sphère. 

Sg. La résolution des triangles sphériques très-peu courbes se 
ramine immédiatement à celle des triangles rectilignes^ au moyen 
d'un théorème remarquable dû à Legendre , et qui est très-utile 
dans les opérations géodésiques. En voici Ténoncé et la dé- 
monstration. 

Le triangle sphérique très^peu courbe , dont les angles sont 
A, "B, C, et les côtés opposés a , b ^ c , répond toujours à un 
triangle rectiligne qui a les côtés de même longueur ^ et dont 
les angles sont h. — f 6, B— 16, C— 56, 6 étant l'excès de la 
somme des angles du triangle sphérique proposé sur deux angles 
droits. 

Puisque a, bf c sont les côtés d'un triangle sphérique construit, 
sur une sphère dont nous désignerons le rayon par r, un triangle 
semblable tracé sur la sphère dont le rayon î= i * aura pour 

côtés 2 , -, p i et par Part. 18 , 

a b c 

C08 — — C03 - eoi — 

COSji ^S i i • 

. o , c 

im-8in- 
r r 

I 

Mais pour abréger nous représenterons respectivement - > - > - par 
^9 ^i y$ ^^ nous aurons 

jt C08«— »C09i8cOt> 
COS^ =S ^ST' ^t 

r étant fort grand par rapport aux côtés a, b, c , il s*ensuit 
sans erreur sensible, que ^ 

cosct= 1 -^— H — 5-7> «wp = P— r^f î 

il en sera de même des valeurs de cos/3, co%y et sin^. 

F 
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De là réquation précédente deviendra 

'''''^~ ^ ' 

Multipliant les deux termes de cette fraction par i4-Ki8*-f->*)^ 
ou> ce qui revient au même, transportant au numérateur le facteur 
(i— -~j8* — 1>0 f^^y^ ^ Ift puissance -— *i, et réduisant, on aura 

cos^— 5^; I Té^ ^> 

remettant les valeurs de a, j3^ ^^ le second membre sera tou- 
jours composé de la même combinaison de lettres et pourra être 
représenté par 

co»A==^^^, (i) 

Soit maintenant j4' l'angle opposé au côté a , dans le triangle 
rectiligne dont les côtés seraient égaux en longueur aux arcs 
a, b^ c, on aura, 

""^ fxbc "*" aie ' 

élevant les deux membres au quarré et mettant i— sin^^^^ au 
lieu de cos'-4% il viendra 

— 4i*c» sin»^' ==«• + ô* -I- c* — 2a*i» — aa'c» — ai*c» 5= N. 

L'équation (i) sera donc ramenée à la forme 

cos -^ 5= cos -rf' — ^ sin* /rf'. 

Soit 'A^siA^'^-x^y on aura en rejetant la seconde puissance 
de x, cos^=cos^ — xsinyf^} d'où l'on tire, après la substitu- 
tion de la valeur de cos^, 

bc • jii . 

X = g^ sm^ • 

Nous voyons par là que x est du second ordre par rapport à 
- et p'; ainsi ce résultat est exact, aux quantités près du quatrième 
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«rdre. Donc à cause de Azs.A'A^x. 



mais \bcsiaA\ est visiblement Taire du triangle rectiligne dont 
a, b, c sont lei tipis c6té$^ laquelle ne différeras sensiblement 
de celle du triangle sphérique proposé. Donc si Pune ou l'autre 
aire est appelée ^, on aura 



A'=zA 



et semblablement B 



C 



s 

IF* 

s 

zF* 



s 

3F» 



d'où il résulte -r^'+^+Csa^sa-rf+S+C— i-. 

On peut donc considérer ^ comme étant Teicës de la somme 

des trois angles du triangle sphérique proposé sur deux angles 
droits. 

L'excès £=pr qui est proportionnel à Taire du triangle peut 

toujours ae calculer è priori, et cela en considérant le triangle 
sphérique proposé comme rectiligne. Si donc deux côtés by c et 
Tangle compris A sonp donnés , on aura l'aire ss=i{bc$igkA.Si3t^ 
contraire on connaît un côté ^ et les deux angles adjacens^, C^ on 

«n R Ain C* 

aura l'aire ^s;=;^* . /j i^ « cette formule n'est qu'une transforma 
t ion de la précédente j car il est évident}^ l^ qne8in^=sin(i9*f^> 

La remarque de Tart« 3i est encore applicable dans cette cir- 
constance^ où il s'agit d'avoir l'excès i en secondes; ainsi 

Nous donnerons ailleurs des applications de toutes les formules 
qui précèdent. 

F 2 
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CHAPITRE IV. 



Digression sur la recherche analytique des propriétés 
du cône et de celles de la projection stéréographique 
de la sphère. 

De Véquaiion indiuiduellc du cône. 

FIG.2. 4o* OoiENT a, bp c les coordonnées du sommet S du cône 
auquel le cercle horizontal AB sert de base y et soit A Torigine 
des coordonnées j placée au centre de ce cercle. 

■ 

Les deux projections verticales de la droite génératrice SB sont 
en général^ d'après le n* 5 des Feuilles d'analyse de Monge. 



« — c 



jT étant le signe d'une fonction quelconque* 

Quant à la courbe individuelle qui dirige le mouvement de 
cette génératrice , elle peut être considérée conune l'intersection 
d'une sphère et d'un plan} or dans cette circonstance la sphère 
et le plan qui est celui des xy, ont respectivement pour équation 

«3^* +^* 4- ^' = ^1 z = o. {B) 

Ces quatre équations devant avoir lieu en même temps ^ celles {A) 
deviendront, à cause de z;=o. 






d'où l'on tire aisément 
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Substituant ces valeurs dans la première équation (Â)>. qui se 
réduit à a^+y^^zzr^, on aura 

<Bt mettant ici pour /{cl) et {cl) leurs valeurs {A), û viendra 



Telle est Téquation cberchée de la surface conique,. 

Si le sommet du cône était dans le plan même des xz , on 
aurait b:=o, et l'équation précédente deviendrait 

Si> de plus> ce sommet était dans la verticale ^2^ on aurait 
az=LO, et parconséquent l'équation du cône droit à base circu* 
laire serait 

C'>-cy^C*— cy — "^^ 



Lorsque la base du cône droit est une ellipse^ on a ay^'j^à^af^sa^b^ 
pour Téquatlon de cette base^ et alors l'équation précédente dans 
laquelle on peut faire z-^cssrz' pour transporter l'origine des 
coordonnées au sommet du cône^ devient^ en faisant d'aiileur» 

c'est sous cette forme très-simple que Euler, dans son Introduc^ 
tio in analysin infinitorum, a présenta l'équation du cône à base 
elliptique. 

En plaçant de même l'origine de» axes au sommet dd cône 
oblique^ l'équation (i) se 'simplifie et devient^ à cause de 



(a*+i»— r*)^'*4-c'(a;'*H-y')— 2aca;V-r2Ôcyz' = 9^ 0?) . 



46 TRAITÉ DE GÉODÉSIE, 

Examinons maintenant quelles sont les difiërentes courbes que 
Ton obtient en coupant un cône par un plan mené d'une ma- 
nière quelconque* 

De r intersection de la surface du cône et du plan. 

4i* On reconnaît aisément, à l'aide des considérations syn- 
thétiques, l'identité des courbes du second degré avec les inter- 
sections du cône oblique à base circulaire et du plan. (Applic. 
de l'Alg. à laGéom. de Lacroix, n* i45). Nous allons faire voir 
par une méthode générale et simple , que l'analjse conduit aux 
mêmes conséquences* 

FiG. 3. L'équation à ht surface du cône oblique est par Part, précédent^ 

(a' -}- ô» — r*) z*-f-c* (^•+^0 — 2acxz — ^bcyz = o. (C) 

son sommet étant placé à l'origine des coordonnées , sa base étant 
parallèle au plan des o^y, le centre O de cette base ayant pour 
coordonnées , b, c, et son rayon AO étant désigné parr. 

Le moyen qui semble le plus commode pour discuter la courbe 
d'intersection cherchée, est de placer l*origine et la direction des 
axes de manière à ce que deux des nouvelles coordonnées rela- 
tives à la surface du cône soient dans le plan coupant lui-même ; 
car on conçoit que pour toute la partie commune à ce plan et 
à la surface conique , la troisième coordonnée est nulle. Nou9 
pouvons donc atteindre ce but en employant les formules connues 

o: = a + x' cos^ +y sin (p çosO 
y z=z^^3[f sin (p — ^'cos (p cosfl 
z=:y +y sin G. 

(p étant Tangle que la trace horizontale XK du plan coupant 
T'KX, fait avec Taxe des x, et 8 l'angle que ce même plan forme 
avec celui des xy. Mais pour simplifier les calculs, nous ferons 
dans ces formules, sin^=:i et i8=0} c'est-à-dire que nous pla« 
cerons la nouvelle origine i>r dans le plan des xz , alors on aura 
jipz^cL, pN^=y, angle JT'AXssfl, et partant 
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y:=-x' \ on pour afcrégei^ /y =«:' 

z =>rf.»iflô.y ) ( X taxy.^\ng[. 

Cela posé, si on élimine de l'équation {p) les variables xjz, 
on obtiendra en faisant tf*+J**-r* = p, 

Cette équation 9 qui est celle de ta cdotfoe d'intersectioti dû 
plan des Jky et de la surfisice conique > i dbnûé tiécessairement 
naissance ^ Tune des trois courbes du. secopid ocdie, si nous y 
faisons à-la- fois a=o, ^so, nous aurons ûmplement 



• I 



Cette nouvelle formule appartient en général au système de, 
deux droites*, car en la résolvant par rapport à y, on obtient un 
résultat de la forme 

y^{M:iz\rN)x'i 

d'oà il suit que tant que 2V n^esl paa. miile on négative, la sec- 
tion entière du plan des xy passant par le sommet du cône forme 
un triangle^ mais lorsque 2V=:o, ce plan est évidemment tangent 
à la surface conique* Cette circonstance a donc lieu quand le 
premier membre de l'équation (£) est un quarré. 

Si , en supposant seulement >=o, on cherchait ce que de- 
vient la section dur plan dea afy dans- le cas o\i n:=:o, l'équa- 
tion (D) se réduirait à 

et eomme alors la Talent de y ne peut êtte réelle qu^atitant que 
afssio, auquel Cas y=;-~^> il en résnlie que la section se ré* 
duît à un point , ce qui est d'ailleurs évident. 

Four une section parabolique Véquation (jD) fournit entre le» 
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coefficiens de ses trois premiers termes la relation 

pn^ -f- cW — ^amm^^ b^n^ = o, 

que Ton peut mettre sous la forme suivante, en remplaçant /^ par 
sa valeur, 

et d'où Ton tire 

^staneO 

m o 



riG. 4. Ce résultat nous apprend que pour que la section soit une pa- 
rabole, le plan coupant qui passe ailleurs que par la primitive 
origine A doit être parallèle à la ligne génératrice du cône. En 
e£fet, si on forme le prisme triangulaire G AH, EFB , la tan- 

genfe de Tadgle FBE sera^=-^;^=tang9 : donc le plan cou- 
pant qui a sa trace horizontale perpendiculaire à BDA et qui fait 
un angle d avec le plan des o^ , est nécessairement parallèle au 
plan BAF et parconséquent à la génératrice AB» Pour le cas 

de tang S = ^^, il est clair que le plan coupant est parallèle à AD. 

On voit bien aussi que ÇB) est h Pellipse ou à Ph/perbole selon 
que tangfl>^^ou tangO< 



Enfin elle appartient au cercle si les deux équations de condition 



àçn = o 



ont lieu &-la-f6is, ou, ce qui est de même, si 



-m ' 



La première a deux racines^ dont l*une— rotang 9 = satis- 
fit à la seconde équation; mais celle-<;i^ui n'est qqe du pre^ 
mier dcjgré ne peut être vérifiée par la seconde râciùe tAngfls= —^j 

il 
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il faut done^ pour ce cas, que Pon ait en outre 3s:o. De cette 
'analyse il résulte que le plan' coupant donne une section circu- 
laire dans deux positions dijQférentes } d'abord lorsque ce plan est 
parallèle à la base du cône y ensuite , lorsque formant avec celte 

base un angle fl dont la tangente = ■ ,_ /^^ il est en même 

temps perpendiculaire à la section formée dans le cône par un 
aufre plan perpendiculaire à la base de ce corps et passant par 
son axe. 

La situation du plan coupant à Pégard des génératrices jiB , fig. s. 

'AD est facile à reconnaître ^ lorsque tang 8= ,_^^^^ ; car si 

on imagine dans le cône la section triangulaire ABD dont on 
Vient de parler^ la droite Bï) sera le diamètre de la base conique ^ 

et la droite AG la hauteur de ce cône : on aura alors OB s=s — ss r. 



OG=:a, AG=iC, BG=:a^ri et soit Pangle DBAt=:B,et 
l'angle BDAz=zD , on aura par les formules trigonométriques 
coimues^ 

Or pour le cas de la figure, tangB=;-^—z et tajigD;=-j^', 

I 

il suit de là que 

t 

mais cette râleur est précisément celle de tangente prise avec 
un signe contraire, donc tang9=5— 'tang (J?-^i>). Donc si on fait 
Pangle ABRz=D, on aura fl=ir5G=— .tang(iî— Z>). Ainsi 
en menant par la droite RBf ou par toute autre qui lui soit pa« 
rallèle , un plan perpendiculaire à BAD , il engendrera une sec- 
tion circulaire sur la surface conique : section que Ton nomme 
anii'parallèle ou souscontraire , eu égard à celle qui aurait lieu 
parallèlement à la base du cône : on voit bien que Tune et l'autre 
section se confondent lorsque a^^o^ c'est-à-dire quand le cône 
est droit. 

Euler, dans VAppendix de superfioUbus , qui termine le se- 

G 
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cond 7olume de son Introd. in analys. irifinit. a traité aussi 
cette même question d'une manière très-générale : il j considère 
le cône à base elliptique dont nous avons donné l'équation à 
TarL 4^i mais nous avons jugé utile d'envisager la chose sous un 
point de vue un peu différent , afin de lier la théorie suivante 
avec ce qui précède. 

Analyse des principales propriétés de la projection 

stéréographique de la sphère. 

43- Si on prend pour rajon d'une sphère la hauteur d'un cône 
quelconque à base circulaire, et que le pied de cette hauteur 
soit le centre de la sphère , l'intersection de sa surface avec celle 
du cône sera toujours une circonférence de cercle, 

FiG. 6. Soit Ac = a, AS^suc, c le centre de la base circulaire du cône 
oblique Sn'n% et Cn'z=^r le rajon de cette base. 

Nous avons trouvé, art. ^o, qu*un cône à base circulaire a 
pour équation 

lorsque l'origine des coordonnées rectangles est placée au centre c 
de sa base, et que le plan par l'axe passe par sa hauteur SA j 
mais si l'on transporte l'origine au pied A de celte hauteur, on 
aura a:=a+<^> et l'équation précédente deviendra 

Pour qrie celle-ci caractérise réellement le cône Sn'n' que l'on 
considère, U est évident que aetc doivent y être négatifs; ainsi 

cy^-c^j/»— aaojiî'(z4-c)c=(r^— .a*){z-f.^)». {A) 

D*un autr% côté^ l'équation de la ^hère est 

les coordoAnée^ ^^y^ f. d<?vaat étjre. l«s mêmes ma point3 de la 
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commune section des deux surfaces , on aui'ft ^ hpths iavoir éll^ 
miné y* et supprimé les accens pout simplifier, 

divisant tout par z-i^c et tirant ensuite la valeur de z^ on 
obtiendra 

Les premières conséquences que Ton tire de cette formule sont, 
i"". que la commune section des deux surfaces courbes pro- 
posées a pour projection une ligne droite, et parconséquent 
qu'elle est plane et perpendiculaire au plan des xz*, a*, qu'elle fait 

avec le plan des xy un aitgle dont la tangente = \_^^_ ^ * or , 

par Tart* 4^ ^ tout plan qui coupe un cône suivant un angle 
dont la tangente a pour valeur l'expression précédente , forme 
ime section souscontraîre. Donc le cône N*SN', placé ainsi que 
le porte Ténoncé da théorème, pénétrera la sphère suivant le 
cercle 2V'^2V^j et réciproquement le cône N'SN' qui aura pour 
base un cercle N'VN' de la sphère, formera une section circu- 
laire TïV/ï' sur le plan du grand cercle B'mB. Cette section , 
par rapport au cercle N'yN', en est dite la projection stéréo^ 
graphique f parcequ*nn œil qni serait placé en S v^errâlt'ce cercle 
en rlvri sur le plan SfmB, considéré comme plan perspectif. Tel 
est le fondement de la projection stéréographique de la sphère ^ 
dont nous allons faire connaître les propriétés principales (^). 

Si la droite N^N', qui est le diamètre de la section du cône 
avec la sphère, passait par Torigine des coordonnées, le dernier 
terme de Véquation (B) serait nul et Ton aurait 

Il résulte de là, i^. que le rajon ec de la projection stéréoi-' 



(^) Il ne 8*agira dans ce qui ya suivre^ que de la projection stéréographic^ue , 
à moins qu'on n'avertisse du contraire; '.'>;«;...:. 

G» 
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graphique d*un grand cercle tel que EmQ est toujours égal k 
' la droite Se comprise entre le centre c de cette [nrojection et le 
sommet du cône ESQ\ 2°. qu*un grand cercle de la sphère se 
confond avec sa projection, dans le cas de a=o; 5*. et qu'il a 
FiG. S.pQyj projection l'axe indéfini des/, lorsque a=oo, c'est-à-dire, 
quand il est perpendiculaire au plan des xjr. 

43. Supposons maintenant que le plan d'un grand cercle fasse 
avec le plan des xy un angle déterminé 0, l'équation (C) de- 
viendra, à cause de tangO=^, 

jrss — tangB.x: 

de là on voit que 

ass^tangfij .. }. 

m 

et parceque r*=s:a'+c*, on aura 

r*s=C (i +tang»fl) =sc»sec-flî 
partant 

rsscsecfl ^ssac.secS* 
Si daiis Ç/f) l'on fait «s=:o, l'équation résultante 

sera celle de la projection circulaire du parallèle iV'^iV' sur le 
plan KmB\ et comme ici j^ n'entre qu'au quarré, il s'ensuit que 
le centre de cette projection tombe sur Taxe des x. £n faisant 
jrs=o, on obtiendra orssadbr} on aura donc 

^Arf^sia^r, An' := a —* r. 

Ces résultats sont évidens à la seule inspection de la figure ; 
mais nous avons voulu faire voir qu'ils dérivent naturellement 
de l'analjse. 

Maintenant pour exprimer a et r en fonction des arcs NN' , 
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NN', soit NN^zszA', NN':=A% et pour abréger c=:ï, on aura 
visiblement 

a + r zs tBJjgi A' a — rssstang^-^^. 
et par suite 

a=ftaDgi^'+itangl^, /'=rtang}^^—itang|^'. 
ou bien pour la facilité*du calcul logarithmique (page Si. L.C») 

ces valeurs appartiennent en général à la projection d'un paral- 
lèle: si on les introduit dans ÇB), on aura à cause de c=i ^ 

- 22 X (g-f 0(g— O+i , 

*^(a+r)(a~r)-i (a+r) (a-r) — i ^ 

et après avoir efiectué les transformations qui dérivent des formules 
trigonométriques connues il viendra 

-J=:o, l'équation précédente du plan sécant 

sldentifîe avec celle (C)dun*4^, comme cela doit être. 

Si nous considérons P comme le pé/e de la terre ^ et le cercle no.S. 
JSmQ comme réquateur , Tare EN qui fait partie du méridien 
du lieu N sera la latitude de ce lieu pris pour pâle de Vhorizon 
rationnel BfmB sur lequel on trace les projections* Par la même 
raison^ VdiXcEN' sera la latitude de JN', et il sera encore aisé 
de trouver de nouvelles expressions de a et de r en fonction des 
arcs^iV, £iV'j car soit £N=iL, EN'^V, on aura en faisant 
le quadrans z=iq, 

et par «uite 
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Si n ( — ■ — \ = cos Lit »in ( J= cos h 

A' ^/L' — L\ ^ AT . /L' + L\ 

COS - = COS ^— ^r-; , cos — = sin (^-^). 

Substituant ces dernières valeurs dans celles de a et de r, trou- 
vées ci-dessus, il viendra 

coaL coaL' 



et divisant ces deux équations Tune par Pautre, on aura ce 
rapport fort simple^ 

a cosL 
r *"* COS L'* 

La quantité a prise sur Paie des y est la distance du centre 
de la sphère à celui de la projection d*un parallèle ^ et la quan- 
tité r est le rajon de cette projection; ainsi lorsque l'on con- 
naîtra les latitudes de deux lieux dont Tun est le pôle de Pho- 
rizoH , on aura^ an mojeo des formules précédentes^ la position 
du centre et la grandeur du rajon de la projection du parallèle 
qui passe par Pautre lieu. 

44» Jusqu'à présent nous n'avons considéré que les projections 
des cercles perpendiculaires au plan vertical des xz ; détermi* 
fions maintenant les projections des grands cercles qui seraient 
inclinés à Pégard de ce même jAan. Four cet effet, supposons 
^ ^^e le méridien AvP^ &sse celui B^NB un angle connu mPB:=:p, 
et soit hsszPAB la hanteur du pôle P, ^zczmAB Pangle que 
forme «avec Paxe des x la trace Am du plaa APm sur Phorizon 
JfftnB. Gela posé y Pangle qu'un plan APm fait lUFec celui des xzp 
mt ddtané par la fbribule générale 

B 

lorsque ce plan a pour équation Ax\By^Cz^=:o\ or dans 
le cas qui nous occupe ^ Péquation de la droite AP eft 
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x=— tto:, et celle de la droite -^/» est ysç; — ^z. Il suit de 

là que 

^=tangZi, -^ = tang (p; 

mais pouvant faire C== i , à cause que des trois constantes A^ B, C 
une peut être arbitraire , on aura 

et parconséqueot 



cosp SS .: ■ ><> -^ t ang'Ji 



•?l»^"»w^ 



taiisfJ/^(tan|*A + .^ + i) 



élevant tout au quarré , il viendra 

COS ;?— — , tang^y ^ 

OU plus simplement e^ jgalaçt les dénomiBateur» 

ou enfia 

tang (p = tang/; sin A» 

Cette formule^ que l'on peut d'ailleurs déduire immédiatement 
des principes de trigonométrie sph^r^qnie^ donne un moyen fort 
simple d'obtenir les points m, m' communs au méridien PmP^, 
et à sa projection ; et comme on a de plus en p, p^ les projee« 
tiens constantes des pôles P, P', U s*euiuit> i*. que la circon- 
férence qui passera par les trois pojiats p ^ m, p' sera la projec« 
tion horizontale du méridien PmP^^y 3''. quç les centres des 
projections de tous les méridiens seront situes; sur la perpendi- 
culaire qui divise la corde pp' en deux partiei! égales. 

On voit d'aboxd çei,4|ii'il fistut fiuro pour déterminer gra- 
phiquement la projection des pôles Pp Ir, puisque la position 
de Paxe de la terre est connue à Végard de l'horizon Àfi^ ; et 
Ton conçoit aisément que ppur faire usage du calcul > on a par 
Part. 43 ^ et en vertu des Pilotions ciKulaires, 
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donc 

q désignant^ comme àTordinaire^ le quart delà circonférence; 
et h la hauteur du pôle. 

riG. 8. Four déterminer les valeurs trigonométriques des coordonnées 
des centres et les rayons des projections des méridiens \ soit D 
le milieu de la droite -pp'y ADz=zx l'abscisse , et CD'=^y l'or- 
donnée de ce centre. L'équation de la droite AC perpendicu- 
laire à la trace Am que le méridien forme sur le plan horizon- 
tal est^ à cause de mAB^=z^ , 

J^"^ tangf ^^ 

De plus^ comme on a 

://Z)s=^/— Z)/=secA— (i±^)=-tangA, 
réquation de la droite CD est 



{*) Pour comprendre ces transformations » il faut remanjuer ^e 



\a^a/ I/o 



1/^ 
or tn thaiont le dénominateur et en éleyant le tout an ^arré j on aura 



-•i*'(î + s) = ^+«inA (1). 



D'un autre côté , i eause de cos (^-f-B) -f cos (^— A) =: ncos^^cos^ ^ il 
Tiendra^ en faisant ^-f-i7=:fi ^ — i7 = A^ 

^^«(î+5)co^(j'— â) = <^A + cos7=roosA. 
£n£n| ai Ton diyise Téqnation (i) par celle-ci ^ on aura 
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substituant cette valeur dans celle de y , on obtient 

tangA tangA sjbc A 

V ""^tangf tangp 8inA"**tangp* 

Il suit de là que Phypothénuse j/C du triangle p'DC, ou le 
rajon de projection que Ton cherche^ 



sec h 



iR=:/'8ec»AH-y*5=:ï 

^ ' ^ 8inp 

45. Pour terminer ce qu*il nous reste à dire de plus important 
sur la théorie actuelle^ cherchons .la projection de Técliptiqûe , 
et pour cet effet supposons que le cercle ONEM soit l'horizon 
d'un lieu tel que Paris; alors cette ville sera projetée au centre -^Fio.g, 
de cet horizon. Supposons en outre que OBE, IBV soient res- 
pectivement les moitiés de Téquateur et de l'écliptique. EniGn dé- 
signons par Af la longitude du point équinoxial B y comptée du 
méridien de Paris NQM-j par 6 llnclinaison OIB de Pécliptique 
sur Phorizon , et par €, l'obliquité de Pécliptique ou l'angle IBO. 

Cela posé ,' dans le triangle sphériqué IBO on connaît Tangle 
I0B = 2'f — BOM = 2« — (i« — h):=:i^+h , h étant la hauteur 
du pôle. On connaît, déplus, OiB=OÇ — J?Ç=i^— ^, et 
Taugle IBO:=ie; on aura donc Je côté OI=:f, ou la mesure 
de l'angle lAO par la formule de l'art. 28, c'est-à-dire que 

cot<ps= ^^j^ tangilfsinA. 

L'angle 9 étant connu , on aura la position de la droite ir, et 
parconséquent deux points de la projection de l'écliptique. 

Quant à l'angle d>. on l'obtiendra au mojen de la formule de 
l'art i ainsi 

cosO == siniH sin€CosZ( + coS£ sin h. 

Maintenant si les droites pAj/ y mAni sont respectivement dans 
les plans de l'horizon et de l'écliptique , et si elles sont en même 
temps perpendiculaires à la commune section /Z^ l'angle qu'elles 
formeront mesurera l'inclinaison de ces plans. En concevant donc 

H 
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que SA soit le rayon de la sphère, perpendiculaire àThorlzon^ 
les droites Sm , S m' rencontreront ce plan en des points Pff^r 
qui seront les projections du diamètre mm' de rëcllptique. Il suit 
de là et de ce que Ap est perpendiculaire à IV , que le centre 
de la projection de Técliptique sera sur le milieu de pp' : donc 
suivant Tart. 4^, le rajron de cette projection > ou 

r = sec 6 > 

de même la distance de son centre au point A , aa 

a=:tang9« 

Nous laissons au lecteur intelligent le soin de tirer de nou- 
velles conséquences de la théorie que nous venons d'exposer ^ 
nous observerons seulement que les formules précédentes peuvent 
étire modifiées de manière à convenir au cas de la projection sur 
réquateur ou sur un méridien quelconque , et cela , en faisant 
h=iV, ou A=o. Dans son Introduction à la Géographie de 
Finkerton , Lacroix a fait Tanaljse complète et indiqué les cons- 
tructions de toutes les espèces de projections des cartes géogra- 
phiques; nous renvoyons, en conséquence, à cet ouvrage, si 
Ton désire de plus amples éclaircissemens sur cette matière* 
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OPÉRATIONS GÉODÉSIQUES. 



CHAPITRE PREMIER. 

Considérations générales sur les leçés des Plans et 

des Cartes géographiques. 

46. VjlK GioDÉsiE est une partie de la Géométrie appliquée qui 
traite de la division des champs j mais suivant racception la plua 
étendue , elle a pour objet la mesure de la terre ou celle d'une 
partie de sa surface. Les opérations par lesquelles on détermine 
les principaux points des cartes des petits et des grands états sont 
donc des opérations géodésiques : c*est sous ce dernier point de 
vue que nous envisagerons cette science. 

Les positions respectives des différens lieux d*un pajs dont on se 
propose de lever le plan^ doivent être déterminées par les sommets des 
angles des triangles qui^ par leur enchaînement ^ composeat un 
réseau continu dans tous les sens. Ces triangles réunissent les 
conditions les plus avantageuses lorsqu'ils sont les plus grands 
possibles ^ les plus appprochans de la forme équilatérale , et liés 
au moins à une ligne principale ou base que Ton mesure avec le 
même soin que l'on a mis dans l'observation des angles. Lorsque 
cette base et lea trois angles de chaque triangle sont connus^ on 
a tous les élémens nécessaires pour calculer de proche en proche 

Ha 
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les distances entre les objets \ et le canevas général d^une carfe 
étant une fois établi, on couvre de canevas partiels ou de triangles 
secondaires Taire de chaque grand triangle. On a' par ce mojren 
une multitude de petites bases et de points rapprochés auxquels 
ceux qui relèvent les détails à la planchette pour former la topo^ 
graphie du pajs, rattachent continuellement leurs opérations* 

L'instrument que Ton emploie depuis plusieurs années pour 
mesurer les angles des triangles du premier et du deuxième ordre , 
ainsi que pour observer les latitudes et les azimuths, est le cercle 
répétiteur de Borda (*); c'est le seul dont nous donnerons la des- 
cription, et dont nous ferons connaître Pusage, parceque c'est de 
tous les goniomètres connus, celui qui donne le plus de précision en 
soumettant les angles à l'exactitude d'une ou de deux secondes. 
Il est en outre très - portatif, et on l'établit avec une grande 
facilité dans le plan des objets *, mais comme l'axe de la lunette 
inférieure ne passe pas par celui de l'instrument , l'angle observé a 
quelquefois besoin d'être corrigé de la petite erreur causée par 
l'excentricité de cette lunette. (**) 

Il est même souvent impossible de placer le cercle au centre de 
la station, et alors l'angle observé doit encore éprouver une cor- 
rection que l'on désigne sous le nom de réduction au centre, et 
qui est de même nature que ceHe dont il vient d'être question. 

Il arrive en. outre presque toujours que l'angle qbservé est incliné 
à l'égard du plan horizontal que l'on imagine passer par le centre 
dô l'instrument : la projection de cet angle sur ce plan se nommei 
réduction à P horizon. 

Enfin ai l'obj[et sur lequel on pointe est éclairé par le soleil. 



(^*) MM.Lenoir et BelTet sont parmi nos plus habiles artistes ceux qui construisent 
avec le plus de soin et d'intelligence les ihstrumens de mathématiques^ et surtout 

les cercles dbnt il s'agit. 

. . • ■ 

{**) Les planches ni et suivantes ayant été gravées îl y a environ 8 ans , d'après 
le premier cercle que Borda fit construire, nous avons été obligés de les laisser 
intactes; mais comme on ne donne plus maintenant d'excentricité à la lunette 
supérieure^ nous avons indiqué par la ligne ai que l'axe de cette lunette doit 
paiscr par le centre de TinstrumenL 
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robdenrate^r n^en volt ordinairenient qu'une partie ou phase , et 
le rayon visuel dirigé sur le milieu apparent de cette phase ne 
passe pas par le centre de l'objet. Il faut donc encore à V^ngle 
observé , faire une correction qui dépend ess^ieUemept de la 
position du soleil et de la forme de robjet; mais il est^ trè^-rare. 
que cette correction soit sensible , parceque Ton fait ensorte de 
pouvoir pointer sur des'objets d'une très-petite largeur apparente^ 

Lorsque les angles des triangles de la grande cbâîne sont réduits 
à Pborizon , on ajchite ceux d'un même triangle, et la somme que 
l'on obtient surpasse nécessairement deux angles droits ; parceque 
les angles ajoutés sont ceux d'un triangle spb^ric^e dont les côté» 
très-peu courbes, à la vérité, représeatent les distances curvilignes 
comprises entre les verticales des stations. Ensuite l'excès dont il 
s'agit, et qui est en même temps affecté de l'erreur de l^observatioii', 
se répartit indistinctement par tiers sur tes trois angles du triangle 
dont il dépend* Quand ces angles sont ainsi réduits à ne valoir 
que deux angles droits, on procède au calcul des distances en les 
considérant simplement comme des côtés de triangles rectiligne» : 
ils sont néanmoins des arcs de grands cercles de la sphère dont 
le rayon est le même que celui de la ligne géodésîc}ue ou de la base 
réduite préalablement à un niveau constant. Quant aux triangle» 
secondaires, ils se forment, s'observent et se résolvent de la même 
manière que les grands friangles qui leur fournissent piHjr base» 
un ou plusieurs de leurs côtés. 

Au lieu de ramener par cette voie la résolution des triangles sphé* 
riques à celle des triangles rectilignes , on peut réduire les angles 
horizontaux aux angles formés respectivement par les cordes des 
arcs compris entre les stations ^ et pour lors les triangles à calculer 
sont réellement des triangles rectilignes , dont un des côtés est la 
base mesurée et réduite à sa corde ainsi qu'à un horizon fixe, 
tel que celui de la mer. 

On ne peut néanmoins à l'aide des seules distances calculées , 
assigner la place que les stations occupent réellement sur le globe 
terrestre ; il faut en outre déterminer la latitude et la longitude de 
l'une d'elles , ainsi que Vazimuth d'im des côtés de la chaîne y 
c'est-à-dire l'angle qu'il forme avec le méridien connu. On déduit 
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alors de ces nouvelles données les distances des objets terrestres à 
réquateur et an méridien d'où Ton est convenu de compter les 
longitudes. H est surtout essentiel dans les triangulations du pre*' 
mier ofdre , de mesurer une ou deux bases de vérification, et dé' 
s^assurer si les résultats fournis^ par les calculs s^accordent avec les 
latitudes et les azimuths observés vers les extrémités de la chaîne 
des triangles* 

Tel est le précis des opérations à faire , soit que Pon veuille 
former la carte d*un pajs , soit que Ton ait pour but de. déterminer 
les dimensions: de la terre, ou du moins d'obtenir des résultats 
qui nous éclairent plus particulièrement sur sa forme. Nous allons 
entrer, djans des détail» plus circonstanciés sur ces matières 
importantes , et nous tâcherons que ceux mêmes à qui l'analyse et 
U géométrie «e sont pas familières , retirent tout le firuit possible 
de la lecture de i>et Ouvrage. 
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CHAPITRE II. 



De la meilleure condition des triangles et delà construction 

des signaux. 

> - 

47* INous avons déjà observé que les triangles doivent être le» 
jplus grands possibles ; mais la courbure de la terre et la force des 
lunettes du cercle répétiteur fixent à cet égard une limite que Vçn 
ne saurait franchir sans s'exposer à nuire aux avantages d'uo bon 
instrument, quand les objets que l'on observe sent bien distincts* * 

; Nous avons dit aussi que tes triangles doivent être^ équilatéraux 
ou peu différens de cette fonne , parceque dans cet état les asgles 
s'observent avec plus de facilité^ et que les petites erreurs commises 
dans leur mesure inffuent le moin» sur la longueur des çô^s. Cepen* 
^ant il est difficile de faire sur le terrein un choix aussi heureux, 
et il faut même convenir que depuis que l'on est en possession da 
cercle répétiteur , il n^est pas nécessaire de s'astreindre à cette 
règle j car en adsiettant qu'un cercle donne seulement les angles 
JL un miUigrade pr&s ( y, a de l'ancienne division ) > et que l'on 
commette cette erreur sur im angle de ^S grades , elle n'influer^ 
pas sur les unités de mètres , lors même que lé grand côté do 
triangle serait de 6oooo'>^^. On peut donc établir en principe que 
2es angles des triangles primaires ne peuvent être plus petits que 
aS grades. 

Il est aisé de se convaincre en outré que si dflins une* sérîf de 
einq triangles dont les côtés ne sui^sseraiehf pas.^oooo^^*^ et dô^it 
•les angles seraient exacts à 5 milllgrades' près ( lè^a de l'^ncîènnfe 
division )v il existait une erreur en sens cionbairé idlés quàtte aûtrëï^ 
ee qui est d'ailleurs pèii probable, lei» lôn'^eûrs des côtés dU cil)- 
mième trianfde ne sauraient être affectés d^une erreur au-dessiis^ 



f\ 
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de 5 mitres. ( Consultez à cet égard la Trig. de CagnoU, page 177 
et suivantes ; ainsi que Tlnstniction du dépôt général de la guerre , 
sur la disposition et la tenue des registres de calculs géodésiques. ) 

Four mettre en parallèle les résultats obtenus avant et depuis 
Tinventioiv d'instrumens plus parfaits et de méthodes de calculs 
plus rigoureuses , il suffit de rappeler que Bouguer et les autres 
académiciens français qui furent chargés de la mesure des trois 
prepder^ degrés du niéridien au Pérou , trouvèrent 65 centimètres 
(^ pies ) d'erreur entre la mesure et le calcul, sur la dernière base 
déduite d*une série de 2S triangles étendus sur un arc de plus de 
55o mille mètres; tandis que Delambre et Méchain n*ont pas trouvé 
une différence d'un tiers de mètre dans. la longueur de la base de 
Perpignan, conclue de celle de Melun; par la ch^tne de3 triangles 
qui leé unissent, quoique la distance qui sépare ces deux bases sur- 
paie goo mille mètres. Les erreurs, loin de s'accumuler peu à 
peu sur les côtés des triangles d'où dérive la détermination de la 
dernière ligne du réseau, se compensent donc au contraire, lorsque 
ces tHangles sont assez multipliés, et qu'ils sont disposés de manière 
à remplir les conditions énoncées précédemment. 

• 

48. Les clochers, les tours, les doojons conronnés de pla(e« 
formes, sont en général des signaux commodes pour l'observation; 
mais il n'est pas toujours possible d'en disposer pour former des 
j^riangles avec les conditions les plus avantageuses : alors on sup** 
plée à ces objets par des signaux que l'on établit sur des lieux élevés* 
Dé longues files de bois de sapin , garnies de feuillages en forme 
i]e:oônes alcfu^és, ou de petits arbres bien droits et dépouillés de 
leurs branchp9 yer? le bas de leur tige, sont de bons signaui^ qui> 
lorsqu'ils sont placé^ isolément et sur les sommets des montagnes, 
^'apperçoivent 4e très-loip , surtout quand ils se projettent sur le 
cieK 

Oaùiit aussi construire en pierre des pjramides qnarrées, et 

.C!f^ les dispose ^e map^ère que les faces soient à-peu*près perpeur 

.jiUçulaires aux c^tés dl^ triapgl^s qui ont ces pjramides pour som- 

ipej3^ Si ces signaux s6 |)rojçtaie4t en tçrre ou sur jun fond qui 

ks dérobât à la vue , on Içs ferait pel4drè afin qu'ils pussent se 

bi^p d^tap^ier pi^r l'effçt d^ l'opposition des' cpuleui:s, 

' '":' En 
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En donnant seulement à un signal une longueur de ^ôooô du 
plus grand côté du triangle et à la base le | de la hauteur^ il 
sera ru à plus de 6oooo>>'^<- de distance. Lorsqu'on le construit en 
bois , comme nous venons de le dire , ou bien lorsque Ton se 
contente d'unir^ en forme d'arcs-boutans ^ de longues branches en- 
foncées en terre 5 on laisse libre Tintérieur du signal ^ et l'on con- 
serve des ouvertures dans la direction des côtés des triangles , afin 
que Ton puisse observer les angles au centre même de la station. 

La forme pyramidale que l'on donne aux signaux n'est pré- 
férable que quand on peut en voir les sommets^ parcequ'il n'jr a 
ni erreur dans le pointé , ni réduction à faire relativement à la 
phase de ces signaux. Ce qui vaudrait mieux , dans le cas coû- 
triiire^ serait de leur donner la forme d*un parallélipipëde à bato 
quarrée^ et de faire usage de la formule de réduction donnée à 
l'art. 62 , s'ils étaient éclairés obliquement. On verra dans les 
articles subséquens une autre formule .de même nature , applicable 
aux tours rondes. - 

Il est utile de savoir si un signal qu'on veut placer ,. sera vu 
en terre ou dans le ciel \ Del ambre a donné pour cela une 
. formule qui résout la question ^ ( page 171 de la Détermination 
d* un arc du rnéridien^. 

IL nous! resterait à parler des signaux de noit^ si les lampes à 
rét^erbère ne s'emplojaient avec succès, jurtout quand l'atmo- 
sphère ne fait pas osciller le lien apparent de leur lumière. Ce- 
pendant les observations faites pendant le jour sont les plus 
^ exactes* 






r 
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CHAPITRE III. 



De 2a description et de l'usage du Cercle répétiteur. 



9 

49* ft^ion partage la circonférence d'un cercle en plusieurs parties 
égales, et qu'à partir de zéro l'on porte successivement sur cette 
circonférence^ et suivant l'ordre des divisions, la longueur d'un arc 
jusqu'à ce que sa seconde extrémité tombe exactement sur une de 
ces divisions, ou du moins en soit si près, que la di£férence échappe 
aux sens, on obtiendra rigoureusement ou d'une manière très- 
approchée le nombre des parties contenues dans l'arc proposé, en 
divisant le nombre des parties de l'espace parcouru , par le nombre 
de fois que l'arc aura été porté sur la circonférence. Supposons, 
par exemple, que cette circonférence soit divisée en 4000 parties ^ 
et qu'à la neuvième fois, et après une révolution entière, l'arc 
dont on cherche la mesure tombe sur la 5o'*^^ division ; il est clair 
que l'espace parcouru contiendra 4o5o parties , et que l'arc pro- 
posé aura pour mesure ^/^ =: 45o : cet arc sera donc à la circon- 
férence dans lé rapport de g : 8a» 

Ce moyen fort ingénieux de trouver par des opérations répétées 
le rapport de l'arc à la circonférence, est dû à Tobie Majer; mais 
Borda conçut plus particulièrement l'idée de l'appliquer à la me- 
sure des angles, et de composer pour cet effet le cercle répétiteur 
dont nous avons déjà parlé, et qui réunit le précieux avantage 
d'atténuer presqu'entièrement les erreurs de la division, en mul- 
tipliant indéfiniment les observations. 

PI. III. Un cercle de 4^ centimètres (16 pouces) de diamètre suffit pour 
les opérations les plus délicates de la Géodésie , et son limbe 
comprend aisément 4000 divisions égales , dont 10 forment le grade 
ou le degré décimal. Dans un cercle de cette dimension^ la lunette 
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supérieure AB est ordinairement adaptée à un châssis qui porte 
4 verniers ou nonius N , disposés à angles droits ^ et à l'aide des- 
quels on lit la division sur quatre points de la circonférence (*): 
par ce raojen, les erreurs qui peuvent dépendre de l'excentricité 
de l'instrument sont encore diminuées. A la lunette inférieure A'B'^ 
est fixé un niveau à bulle d'air df, qui sert dans la mesure des 
distances au zénith. 

Chaque vernier est divisé en xo parties égales qui répondent 
à 9 divisions du limbe : ainsi lorsque la première ligne de division 
du vernier ou Vindex est exactement sur une ligne de division du 
limbe, au 40" grade par exemple, la seconde ligne du vernier est 
en arrière de sa correspondante sur le limbe d'un dixième de dé- 
cigrade, c'est-à-dire d'une minute centésimale» Si donc on faisait 
avancer la lunette supérieure suivant l'ordre des divisions et de 
manière que toutes les lignes du vernier coïncidassent les unes 
après les autres avec celles du limbe , on lirait successivement 

40,0 4^>oï 4^^^^ ^^>^ y 

puisque l'index partant du 4o'*"« grade aurait parcouru 70, ensuite 

T5>Tôfrô, TÎ d'un décigrade ou de la plus petite division 

du limbe. Le vernier donne donc dans ce cas les centièmes ^de 
grade > ensuite Ton tient compte des milligrades^ par estime. En 

général , si le vernier contient n divisions , il donnera la -^ 

partie de la plus petite division du limbe ^ et parconséqnent la 
division du vernier et celle du limbe seront toujours entr'elles dans 
le rapport de n : n — i . 

Il suit de là que si un cercle est d'une petitesse telle que sa 
circonférence ne puisse être divisée qu'en 12000 parties dont 5 font 
le grade , et auquel cas chacune égale 20 centigrades , ce vernier 

fournira les minutes centésimales de 2 en 2, en faisant - 20)1=2 ; 

OU /2=io-, c'est-à-dire que 10 divisions du vernier devront comme 
ci-dessus en comprendre 9 du limbe. 



(^ On construit rarement 4 verniers , parcequ*i]s usent beaucoup plus YÎte par 
leur frottement le limbe et les diyiiioni tpà 7 sont Racées. 

I a 
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Chaque lunette a ses réticules ou ses fils qui ont la propriété de 
se mouvoir perpendiculairement à Taxe optique, et de s'incliner d'un 
demi-quadrans ; parceque ponr relever les angles sur le terrein j 
il est pins exact et plus commode de placer les objets au niilieu 
de l'angle des deux fils. S'il arrivait que ces fils offrissent une pa^ 
rallaxe, c'est-à-^ire que leur image ne fût pas aussi nette que celle 
des objets, on rapprocherait ou l'on éloignerait convenablement 
des réticules le verre objectif qui tient ordinairement à une petite 
pièce cylindrique mobile 172 , jointe au corps de la lunette j et l'on 
rendrait les axes optiques parallèles au plan du limbe au ,mojeii 
d'une lunette d'épreuve ep. Cette lunette qui n'a qu'un fil tra^^ 
verse deux quarrés qq' dont les fiices opposées sont bien parallèles. 
Lorsqu'elle est placée sur le limbe de l'instrument^ on voit à 
quel point distinct d'un objet éloigné son fil répond , et il faut 
qu'en la renversant sur les faces opposés des quarrés, le fil passe par 
le même point apparent; on est sûr alors qu'il est parfaitement dans 
l'axe optique. Cette vérification étant faite, et la lunette d'épreuve 
restant dans la même situation , on dirige sur le même point que 
celle-ci les deux lunettes de l'instrument , et quand les intersections 
des fils inclinés de 5o grades n'jr répondent pas , on les j ramène h 
l'aide des vis de rappel r des réticules : c'est de la même manière 
que l'on corrige la déviation du fil de la lunette d'épreuve. 

Il est à propos de remarquer que si l'on ne voulait^s incliner 
les fils des réticules , il faudrait préalablement les vérifier dans leur 
situation primitive ; parceque comme ils ont dans chaque lunette 
un mouvement commun, il arrive souvent que par un petit défaut 
de construction leurs intersections ne répondent pas précisément 
au même point dans les deux positions que l'on peut donner aux 
réticules , et c'est ce qui fait que le cercle semble quitter conti- 
nuellement le plan des objets dans lequel il a d'abord été fixé , 
et que les angles sont observés dans un plan autre que celui sur 
lequel on compte les grades. 

De la mesure des angles entre les objets terrestres* 

5o. Pour procéder à la mesure d'un angle, il faut d'abord ame- 
ner les axes optiques des luiiettes dans le plan de cet angle ^ et 
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les y conserver pendant tout le cours de robsenration. Nom remar- 
querons à cet. égard que le secours mutuel de deux observateurs 
fait éviter beaucoup de lenteurs et de tâtonnemens^ en faisant 
usage de la méthode suivante* 

On commence par disposer le limbe de Tinstrument de manière 
que son plan passe à très-peu-prës sur les deux points de mire ; 
pour cela> on bornoje à la vue simple en inclinant seulement 
le cercle , et en faisant tourner un peu y s'il est nécessaire y tout 
Tinstrument sur sa colonne ; afin que les objets paraissent à égale 
distance du limbe* Ensuite l'un des observateurs rendant la coi* 
lonjie immobile , donne un mou ventent de rotation au limbe 
jusqu'à ce que la lunette supérieure fixée à zéro y soit sur l'un des 
objets. Le second observateur de son côté place la lunette infé- 
rieure dans la direction de l'autre objets et chacun choisissant une 
vis du pied de Pinstrument la plus voisine du verticale de son 
oculaire y la fait mouvoir pour amener l'image de l'objet dans le 
champ de sa lunette , et de là sur l'intersection même des fils. 

Ce procédé est évidemment fondé sur ce principe j qu'un plan 
est donné de position lorsqu'il repose sur deux droites qui se coupent} 
ou lorsque passant par un point y il est assujéti à être parallèle à 
ces mêmes droites* 

Nous avons implicitement supposé dans ce qui précède^ que les 
intersections des fils des réticules étaient parallèles au plan du 
cercle. S'il en était autrement , il faudrait d'abord faire les 
corrections indiquées à l'art. 49* 

Maintenant si^ comme il est d'usage^ les divisions du limbe sont 
écrites de gauche à droite^ on amènera, i"". sur l'objet à droite la 
lunette supérieure toujours fixée sur zéroj 2^. on amènera de mên^e 
la lunette inférieure sur l'objet à gauche , et quand les deux lu* 
nettes seront exactement dirigées sur les deux objets ^ on aiura la 
première partie de l'observation. 

S^ Sans déranger les lunettes, on fera tourner le limbe en diri- 
geant la lunette inférieure sur l'objet à droite , et alors l'objectif 
de la lunette supérieure aura été repoussée dans le même seps 
d'une quantité égale à l'angle mesuré. 

4''« On amènera enfin la lunette supérieure sur l'objet à gauche ^ 
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et par ce mouveiùent qui n'a lieu que pour cette lunette, elle aura 
décrit un arc égal au double de celui qui mesure l'angle proposé. 
On lira l'arc parcouru dont la moitié sera la première mesure 
de cet angle , abstraction faite toutefois de l'erreur causée pac 
rexcentricité de la lunette inférieure. 

Cette mesure s'obtient donc à l'aide de deux obsen^atîons 
conjuguées: dans la première la lunette supérieure est fixe à l'égard 
du limbe , tandis que l'inférieure est mobile , et c'est tout le 
contraire dans la seconde observation. 

En répétant l'opération précédente i > 2 , 5 , 4. . . . fois , et par- 
tant toujours du point où ht lunette supérieure est arrivée sur le 
limbe à la seconde observation conjuguée , on aura évidemment 
le quadruple, le sextuple , l'octuple , etc. de Tangle , pourvu que 
l'on ne néglige pas de tenir compte des circonférences entières 
parcourues. 

Pour des observations de peu d'importance , on peut ramener 
Tusage du cercle à celui du grapbomètre , en fixant invariablement 
à zéro la lunette inférieure j et c'est à quoi l'on parvient en diri- 
geant les deux lunettes sur un même objet, le plus éloigné pos- 
sible ; la lunette supérieure étant préalablement amenée sur zéro. 

Il est très-rare que les alidades soient exactement à angles droits; 
alors si les nonius marquent des nombres dififérens, on doit néces- 
sairement prendre un milieu entre les quatre arcs parcourus. Sup- 
posons, par exemple, qu'on lise les quantités suivantes au corn- 
meacement de l'opération 

Atidada i'* a» 3* 4» 

(a) 0,000 ioo,oa5 199*985 5oo,oi5 

et qu'après la dixième observation de l'angle , elles marquent les 
nombres suivans, en tenant compte des circonférences entières 
parcourues durant la série. 

(A) 548, 1 4a 648, 1 08 748, 1 00 848, 1 o5. 

Faisant les quatre soustractions par ordre, les arcs parcourus par 
le$ alidades sont respectivement 

548,14a 548,085 548,115 548,090; 



LIVRE UT. 71 

et par un milien entre les quatre^ on a 548''^i075» Divisant ensuite 
cette quantité par le nombre des observations^ c'est-à-dire par 10^ 
on trouve pourPangle simple 54^^81075. 

Mais comme toute soustraction peut être changée en addition 
à Taide des complémens arithmétiques « il est plus commode et 
plus court d'opérer de la manière suivante. 

On prend les complémens à l'unité^ des nombres de la ligne (a) 
en rejetant les unités entières^ ou ce qui revient au même , on 
lit le nonius à contre-sens, en mettant par la pensée 10 à la 
place de zéro et réciproquement y ainsi en veitu des données pré- 
cédentes ^ on a 

(c) 0,000 0,975 0,01 5 0,9855 

puis l'on ajoute à ces complémens les parties décimales de la 
ligne (b) 

• (d) o,i4^ 0,108 0,100 o,io5, 

et Von prend le quart de la somme o,43o('^),ce qui donne pour 
kl partie décimale de Tare parcouru 0,1075; donc le décuple de 
l'angle = 548'%io75 ; donc l'angle simple = 54*%8i075. 

C'est ainsi que l'on opère en pareille circonstance j cependant 
nous croyons qu'il est à propos de remarquer que quand les nom- 
bres de la ligne (b) , abstraction faite des centaines superflues j 
ne sont pas tous composés des mêiûes unités entières , il est né- 
cessaire de modifier ce dernier procédé } mais pour éviter tout 
embarras^ il vaut mieux dans ce cas, qui est fort rare à la vérité^ 

C^) On pourrait croire d*abord qne cette somme est encore trop forte d'une 
unité , puisque Ton a pris trois complémens , et que Ton n*a réellement omis que 
deux unités ; mais en réfléchissant un peu , on verra qu'elle est naturellement ra- 
menée à sa véritable valeur par rèffet d'une compensation qui s'est opérée dans 
le calcul ; et c'est même ce qui a lieu toutes les fois que les alidades au point de 
départ^ marquent des nombres au-dessous de 100, aoo ou 3oo. En efFet, dans 
l'exemple ci*dessus , l'arc parcouru par la 3* alidade = 748,000 — i99>985 
= 748,100 — 200,985 + 1 = 548,100 + ( i —0,985) = 548,100 + o,oi5. n n y 
a donc, malgré le complémentj aucune somme à ôter de ce résultat ; donc la 
somme 43o est exacte. 
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faire uMge de. la première méthode. Si , par ezçmple , les quatre 
, alidades marquaient au commencement de robservatio^ 

0^,000 100^,035 199^^985 5oo^,oi5, 

et à la fin 

SoOjOoo 6oo,oo5 699,^95 800^000; 

les arcs parcourus par chacune des quatre alidades seraient 

5oo 499*980 5oo,oio 499>985, 

et )e quart de leur somme =499f993759 donc si l'on avait fait dix 
observations, l'angle simple serait ^^'y|^^^S. 

A moins que l'on ait peu de temps pour observer^ il est toujoiùrs 
utile de noter tous les angles d'une même série ^ afin de pouvoir 
s'assurer de l'uniformité de sa marche. Voici l'ordre que l'on doit 
suivre à cet égard. 



Numéros 
' des 
observations. 



A. 
4. 

6. 

8. 
10. 
la. 

14. 

16. 

18. 

âo. 



Al 



ANGLES 

ENTRE LES SIGNAUX 



multiples. 



117.389 

«34-778 
353.167 
469.557 
586.947 
704.338 

8fli.7a9 

939. laa 

io56.5ii 

1173.911 
915. 
910. 
9o5. 

'97a 

3,6i5 
1 i73,9o3a5 



simples. 



58.6945 

58.6945 

Ji8.6945 

58. 694695 

58.6947 

58.694833 

58.694998 

58. 695195 

58.695055 

0^000 



985 
995 
99» 



58*6951695 













Le 



* î 
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Le nombre 973 qui est sur la ligne marquée Al , exprime la somme 
des compiémens des nombres indiqués par les quatre alidades au 
commencement de Tobservadon. 

Il n'arrive pas toujours que les séries de cette espèce soient 
aussi régulières que la précédente j car les vapeurs qui s'élèvent 
quelquefois durant l'observation ^ peuvent faire osciller sensible- 
ment le lieu apparent de l'objet autour de son lieu vrai. D'un autre 
côté, lorsque le vent agite l'instrument ou les signaux , le pointé 
est incertain, et alors les résultats de l'observation présentent des 
anomalies beaucoup plus grandes que dans des temps plus calmes 
et plus sereins. 

De la mesure des distances au zénith. 

5i. Avant de mesurer une distance au zénith, c'est-à-dire l'angle 
«ntre un objet et le zénith de l'observateur, on mettra le limbe 
de Tinstrument dans une situation verticale , puisque c'est dcms 
ce plan qu'est situé l'angle proposé* Voici en peu de mots com- 
ment cette opération préliminaire et essentielle doit s'effectuer. 

On disposera Taxe du limbe dans une position à-peu-près hori** 
zontale , et après avoir amené la bulle d'air du grand niveau dj ^' ^ 
au milieu du tube^ on fera tourner tout l'instrument sur sa co- 
lonne 5, de manière que l'index du cercle azimuthal zzf partant 
de la division qui se trouve vis-à-vis un des pieds de l'instrument, 
parcoure une demi-circonférence. Si dans cet état la bulle d'air 
ne revient pas d'elle-même au milieu dn tnbe , l'axe de la colonne 
ne sera pas dans un plan vertical ; alors on fera la correction 
partie avec la vis du pied V , partie avec la vis de rappel R de 
la lunette inférieure» 

On ramènera l'index du cercle azimuthal au point de départ, 
et si dans cette première position la bulle ne conserve pas le milieu 
du tube, on fera la correction qui vient d'être indiquée : on conti- 
nuera cette épreuve jusqu'à ce que la bulle marque dans les deux 
positions de l'instrument que la lunette inférieure est de niveau^ 
ou ce qui revient au même , que l'axe de la colonne est dans uu 
plan vertical passant par zsf! et par le centre du cercle azimuthal. 

K 
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Ensuîfe, si après avoir placé Tindex près d'une autre vis V du 
pied de Tinstrument, la bulle quitte le milieu du tube, on Vy 
ramènera en faisant seulement tourner dans le sens convenable 
la vis V. Dans cet état. Taxe de la colonne sera situé dans un 
autre plan vertical passant par le centre du cercle azimutbal : donc 
cet axe étant à-la-fois dans deux plans verticaux différens , sera 
lui-même vertical -, ainsi quelque part que soit placé l'index^ 
la bulle restera au milieu du tube. 

l^lVI- Enfin Ton mettra aussi exactement qu'il sera possible le limbe 
de l'instrument dans une position verticale , à l'aide d'un fil à plomb, 
et si dans cette position le petit niveau gh que porte l'axe du 
cercle est incliné à l'horizon , on amènera la bulle au milieu du 
tube , au mojen de la vis de rappel qui est adaptée à ce niveau. 

Maintenant pour mesurer une distance au zénith , on fixera 
d'abord à zéro l'un des Verniers de la lunette supérieure y et pen- 
dant qu'un observateur la dirigera sur l'objet proposé, un autre 
observateur placera horizontalement la lunette inférieure qui porte 
le grand niveau, en la faisant mouvoir indépendamment du limbe 
de l'instrument; lorsque la bulle restera au milieu du tube en 
même temps que le point de mûi|Mra couvert par le fil horizontal 
du réticule, on aura la premi^^>artie de l'observation , et le 
cercle sera à droite de celui qui opère* 

PI. y. On fera ensuite tourner tout l'instrument sur sa colonne jusqu'à 
ce que la révolution entière soit achevée , c'est-à-dire que le cercle 
soit à gauche ; et pendant qu'un observateur ramènera la lunette 
inférieure dans la position horizontale, en faisant tourner tout 
le limbe, un autre observateur fera mouvoir la lunette supé- 
rieure, qu'il aura rendue libre, jusqu'à ce que l'objet soit exacte- 
ment sur le fil horizontal. Lorsque la bulle restera au milieu du 
tube en même temps que le point de mire sera couvert par ce fil , 
on aura la seconde partie de l'observation , et l'arc parcouru par 
le vernîer de cette lunette sera le double de la distance au zénith , 
cherchée. 

En répétant plusieurs fois cette observation de la même manière , 
on parviendra au quadruple , au sextuple , etc.... de la distance 
au zénith, et Ton atténuera ainsi les erreurs de la division j mais 
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il faut toujours avoir soin de maintenir le limbe dans une position 
verticale, et c'est à quoi Ton parvient en conservant ^horizontalité 
du petit niveau à Taide des vis du pied de Tinstrument. Il est 
utile aussi de diriger une de ces vis dans le plan de l'angle à 
mesurer; car dans la deuxième partie de l'observation on est obligé, 
pour placer horizontalement le grand niveau, de faire tourner le 
limbe autour de l'axe du cercle, et les filets de la vis qui produit 
ce mouvement étant trop espacés les uns des autres, il n'est guëres 
possible d'amener exactement par ce mojen la bulle au milieu du 
tube 'y mais si la correction est légère , on la fait très-aisément avec 
la vis du pied ou de l'étrier f^ee^ qui se trouve dans le plan de 
Pangle que l'on observe , et dont le mouvement, parconséquent , 
ne peut pas déranger le limbe de sa position verticale. 

Toutes ces remarques ne seront bien saisies que lorsqu'on pourra 
les vérifier avec l'instrument lui-même , c'est pourquoi nous ne 
leur donnerons pas un plus grand développement (*) ; mais nou§ 
observerons qu'il convient pour plus d'exactitude , dans la mesure 
des distances au zénith, de placer successivement l'image du point 
de mire à droite et à gauche, et toujours à même distance du fil 
vertical*, afin que la petite inclinaison de l'autre fil , si elle a lieu, 
ne cause aucune erreur sur la distance mesurée. 

On conçoit en effet que si lors de la premi&ra pa^t^e de l'obser^pi. v, 
vation , le point de mire m paraît dans la lunette à la droit^ du fil ^'^ ^ - 
vertical j4P^, il sera réellement entre ce fil et le limbe, puisque 
les objets sont vus renversés , et l'angle £r^X représentera Terreur 
commise sur la distance au zénith ; mais la lunette se renversant 
dans la deuxième partie de l'observation , il s'ensuit que le fil yiff 
sera incliné dans le même sens par rapport à celui qui opère. Si 
donc l'on place Pimage du point de mire en m', c'est«-à-dire à 
gauche du fil Ay, et de manière que Ani ^=iAm , là nouvelle 
erreur faite sur la distance au zénith sera = xAh , c'est-à-diré 
égale et de signe contraire à la précédente ; ainsi il j aura com* 
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C^ ) Nous donnerons d*ailleurs i la fin de cet Ouyrage une plus ample expli^ 
cation de toutes les pièces qui composent le cercle^ répétiteur, et qulson^figur^ 
en détail dans les graynres ci-jointes. 
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pensation , et le point de mire se retrouvera réellement entre le 

fil vertical et le limbe. 

De Vusage du Cercle dans les observations astronomiques. 

53. Les observations azimuthales se font en prenant la distance 
angulaire entre un astre voisin de l'horizon et un objet terrestre j 
la méthode que l'on emploie pour cet efiet ne diffère pas de celle 
par laquelle on mesure un angle sur le terrein : il est seulement 
à remarquer, i"". que le cercle a besoin d'être ramené sans cesse 
dans le plan variable des objets, parceque Tastre s'éloigne ou s'ap- 
proche continuellement de l'horizon^ a"", et que Ton doit tenir 
compte de Theure précise de la fin de chaque observation. 

Si on observe une étoile, son diamètre est insensible et se 
l'éduit à un point lumineux, même dans les plus forts téles- 
copes-, mais la lumière de l'étoile et le feu établi à l'objet ter- 
restre n'étant pas suffisans pour éclairer le champ des lunettes 
de manière à ce que l'on puisse bien distinguer les fils, on 
place une bougie près des objectifs. L'observateur qui est chargé 
de pointer sur l'astre ne le couvre pas exactement par le fil ver- 
tical , afin que l'autre observateur ait le temps de ramener sa 
lunette sur l'ob)et terrestre , dans le cas où il j aurait im petit 
écart. Ensuite l'un d^eux compte l'heure que la pendule marque à 
l'instant où l'étoile passe sur le fil. 

Comme le mouvement de l'astre, par rapport au signal, est 
sensiblement uniforme pendant de courts intervalles de temps, 
on divise l'arc parcouru par le nombre des observations , et l'arc 
moyen qui en résulte est assez exactement la distance de l'astre 
au signal, pour l'instant mojen entre ceux de toutes les obser- 
vations. 

Si l'on observait le soleil, on interposerait un verre noir entre 
l'œil et l'oculaire de la lunette du cercle, afin de pouvoir fixer 
cet astre , et Ton mettrait alternativement en contact avec le fil 
vertical son bord oriental et occidental*, alors l'arc simple déduit 
de l'arc multiple sera la distapcç du centre du soleil au fignaU 
(Art. 60.) 
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S'il s^agit de mesnrer la distance d'un astre au zénith > c'est 
encore par le procédé de l'art. 5i qu'elle s'obtient j ainsi l'arc 
parcouru par la lunette supérieure , divisé par le nombre des ob- 
servations^ donnera comme ci-dessus pour quotient unarcmojea 
qui^ eu égard k Puniformité de la maichq de l'astœ pendant de 
petits intervalles de temps;) sera la distance au' zénith^ pour 
l'instant mojen entre ceux de toutes les observations. En met- 
tant l'un après l'autre en contact avec le fil horizontal les bords 
supérieur et inférieur du soleil^ ensorte que le fil vertical passe 
le plus près possible du milieu du disque de cet astre > la dis- 
tance trouvée sera celle du centre du soleil au zénith. 

Quand on observe pendant la nuit^ on adapte ordinairement 
un réflecteur JF à la lunette supérieure ; c'est ime petite plaque Pl.yi. 
de métal percée elliptiquement, et qui 'étant disposée convena- 
blement, réfléchit'dans 4a lunette les rayâoé' de lumière qidpro^ 
Viennent de la bougie attachée à la fourche de l'instrument* 
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De la correctiSfi à faire dUx angles mesurés avec le cercle 
. ré^étàeur ^ ç^.^raUgr^\ qe, fexcffiiricùé 4a la lunette 

43«'23ii>pèt;]^'llte de^Jg ;lqiie(te Jnférieare du corole rëpéliteur> 
4m iAôfc prâier(tQ'pl4» {wrpeodiQulaire^à oeltiiMii limbe, ce plan 
ne pimçra pt« piarie cQoirê di^ Tinstitiuiictiit^ et sist. distance à ce 
point est ce que Pon nomme excentricité. 

mo. 10 Au commencement de TobserFation d'un angle ACB, on met 
la lunette supérieure fixée à zéro sur l'objet A à droite dans la 
direction CÂ'y puis on dirige la lunette inférieure sur Tobjet B 
à gauche ; et conune celle<*ci est éloignée du centre C de la dis- 
tance CD , son axe optique) «i» litit'de passer par ce points coïn- 
cide avec la droite DE. 

Ponr achever l'observation » on dirige la lunette inférieure sur 
l'objet A, en faisant tourner l'instrument sur son pivot ; le point D, 
parce mouvement > est transporté en D^^ et la lunette inférieure 
a son axe sur AIÏ. On amène ensuite la lunette supérieure sur 
l'objet B. Le mouvement donné au limbe de l'instrument est 
donc mesuré par l'angle DCUf et non par l'angle ACB. 

Or 

DCiy:=iACiy^ACD=:ACiy—{BCD'^BCAy, 

mais 

^czy=:(ioo^— y^) 

BCD =(100^— .-ff)î 
donc 
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BCiy = (loo — A) — (loo —5)4- 5C^ 
^BCA + B^A. 

■ • 

D*un autre côté, lès triangles BCD , CAïy donnent* respec* 
tivement 



CD ,, Ciy ^ . '.! ^^.; ,,^^ ;^ ; 



j I . ; . 




car à cause de la petitesée dé ce^ angles, on; '^Ait prthdrér 
arcs pour leurs sinus. Donc la lunette supéri'èrnre qui 'se troti^ 
vait d'abord dirigée sur 'A a été entrafnéie^ edètiitè à droite bbri 
de l'angle ACB y d'une quantité 



» ' » 



et) ciy 



. . . ' ' 

donc pour la. ramener en B . tX a fallu lui faire décrire , . . - 



.:.-.• :\ 



donc en prenant la moitié de l'arc mesuré sm: le limbe ^ on obtient 



donc enfin 



^^^■^^-^-^ (^'^ mesuré)., • : ' 
5C-^=i (arc mesuré) 4-^;grj—^;2fc" ^'' 



Soit d'excentricité, C^=i>Ia distance de droite, CBz=zG 
celle de gauche, on aura . ••• .,, ;;,, ;, •; ;,-•;; 

BCA = t (arc mesuré) + if — i?. 

Dans les cercles que l'on construit maintenant, l'excentricité 
est à droite, c'est-àndiré,^ telle' que nous l'avons supposée dans 
cette solution } mais si elle était à gauche , e serait négative , 
et pour lors la correction serait de signe contraire. 

Pour calculer la correction dont il s'agit, on réduira e en 
secondes (5i) , après avoir exprimé cette excentricité par la même 
unité dont on se sert pour les côtés des triangles. La correction 
cliercbée sera donc 



* 
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-1« Te 



et on l'ajoutera à Tangle pris sur le limbe pour avoir Pangle ACB. 

Delambre a donné cette correction pour différentes distances, 
et dans Thjpothëse que l'excentricité ^= i6 lignes. Lorsque Ton 
visera à une très-grande précision, on formera une table sem- 
blal{le fpur Pipatrument que Ton aura adopté; mais nous devons 
livertir .à cet égf rd que la correction ne 8*étend pas au-dessus des 
dixièmes de secçnd^ centésimales, quand les objets sont éloignés 
de lo^ooo mètres, ce qui est souvent fort au-dessous de Terreur de 
l'observation. Quant à la correction relative au cercle dont les 
deux lunettes seraient excentriques, vojez l'art. Sg. 

Il est fincile de reconnaître que l'effet de l'excentricité de la 
lunette inférieure Sur les trois angles d'un triangle, se réduit 
à zéro. En effet , si a , b, c sont les côtés d'un triangle , l'effet 
de Texcentricité sur chacun de ces angles sera, pourTangle^, 



ïe ^e 



pour Pangle A, 

{e le 



a c ^ 



pour Tangle C, 

9 



a 



d*oii Ton voit que ces trois valeurs = o. 



• t 
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CHAPITRE V. 

De la réduction des angles ^un plan à un autre plan. 



t ■ 



Réduction à rhorizon. 

» .... ■ ■ 

54* 1 L est rare que les angles observés soient situés dans le plan 
de Phorizon de robsenrateur ; mais conune dans te calcul des 
triâtigle» ^ diaprés lesquels ton détermine la jposillon respective ' 
des points d'tme carte ^ oti ne doit considérer qM les distaneeà 
horizontales > il est nécessaire de rédmiré - au plan dé celtes^^ let 
angles des trianglet. 

Soit z le zénith de Tobsenrateur qiii du point Û' a obsèr^é^ïC" 
Fangle BCA incUné à l'horizon BC^t. Cet an^le aura p6ur 
réduction on projtctiùn horîtontale l'angle BCA formé par iM 
pians iretticRVX A Cj4^i S CB^ daxu leslqtiels ' sont ^ttié^ têsfpeé^ 
fivemcht les signaux ^,^ff• ' ''- ' V • 

Mais Tangle àtCA^^ est le même' que ^If^a^^ sphérique k 
du triangle zab ibnné par trois ^irsùids. arcs \ dont Tun za^ esi; 
la distance au zénith de Tobjet 1<^^' l'autre zb \ là distance 
ao zéhitir^de Pôbjet B^ et lei troUième a& j:la (iqeMre de l'angle 
^observé BQAy doqp si ^.> i' so^t )es distai^çes^siiji.ï^ib fu- 
îmes za^ zbf et que Csoit-Tangle observé BCA ^ on connaîtra 
les trois côtés du triangle sphérique abz : ainsi en se conformant 
^k la notation aofttelle , l'agte ^ z >Mra ' dodné : païf ^la' 

Sin,Z_y sinJ^sia/ '■ ^ 

^ désignant la sonune^iTes» trois côté^ 



V 
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Soient 

C7s=:65»',456o, «r = 86»',25, /'=85»',4o; 

l'opération par logarithmes sera 

log sin (5 — «T )=: y?", 3o5, .....:. . 9.68^5659 

log sin (i — /') = 35 , i55 ....... . 9.6968322 

c.logsin«r • 0.0102095 

C.logSillJ^ 0. 0125224 

19.4061280 
logsin^z 9.7050640 = 55«',6820j 

ainsi la project^oii de l/angle C est de 67^^3640» 

LeS: compl^m^DS posilifii des distances au zénith se nomment 
hautwrs des ot^ts^vfAjes coniplémens négatifs dea inèmes dis- 
tances :se ; noaunent déprécions y paxceqjie dans le premieic cas 
les objets sont au dessus de l'horizon de l'observateur^ et que 4ws le 
second cas Hs paraissent au dessous» 

n eft hiea rare que les distances au zéi^th soient aussi petites 
que dans Texemple ci-tdesius} et si elles ne différaient de Tangle 
droit que de deux ou trois grades , ja formule précédente dcFien* 
drait trop pénible à calculer, pour aycûr avec e^uu^titude la pra« 
]ection de l'angle observé : ilvaut miçux ai\ors chercher la réduc- 
tion> qui n*est que de quelques' secondes. Cette réduction ft^oh* 
tient par la formule de l^art. 55. . . 

•' (Sopposbn» qu'on ait observé un angle C = 56^,g65ii 
f ntre étéx thjetv dent les distance» an zénith sont cT = 98 ,253o 

«f'=99 ,o525 

' ■ " - ' . . . ■ • • 

él qliei7 et B^ soitat. les eomplémens lespectift decT^eT^ ou les 
hauteurs des objets au dessus de Phorizon de l'observiiteur^.Ia 
formule (a) de i'artide cité deviendra ^ en changeant a en JET^ 
fi en B' et c en^C^ , 



X 



/ JJ-fir v taDglC __ /H— jr ycotf c 



a 
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Tjrpe du calcul. 



^=99 >o5a5 



; I 



*4.i'=i97r,3o55 

«uppUment on J74- iST . s ,6g45 J'— / on IT*— JT =; oCf^^gS 

H+H' T"" H—B' Z 

— j — = 1 ,347a = p, — j—=» 0,5997=: f'- 

« 

1^ terme positif. a* tenne négatif . 

log^* . . . 8.25886 log ç* ... 7.20547 

l.tangiC. 9.681 II LcotiC. ô.Siôég 

«-f-a.i36o9= 126^,85 — 1.7 1848 s=s 5o^5ê 

Angle obaotré 56^,g65200 

Tédiicticm{ + '^';2} 4- o ,008455 

•n^erWuîtàrhorizoa.... 56^,975655 

La fbrmtile n^éprotnrerait aucun changement, quand mdine JST 
et H' seraient deux dépressions , paircequ'èllM y etitraraient a!i^ 
le signe moins; mais si £r^ était une haufetar , et jflT une dépns- • 
sion, la formide deviendrait, à cause de iff' négatif seulement ^ 



l*angle obierré = loS^^^^aSS 



. :»i • 



' f . . r 



lee diftuces au zémdi 1 =s g^^flS4, 



, » > I ■ <— ^— ^ ^ 4 . t t.. . ! M i . » ' i I ■ i ■ • / 



r « 



■ t {•! : 



JCF ^^^ jor' 

supplément oa ■ i i > o i4à3. 1 * ...'it^I éntS-^B^^'S^^S * 
■■ pS^ O ^fiii5=p ■ =si ^45 

La 
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Continuant le calcul comme ci-dessus , on trouvera pour pre- 
mier terme de la correction '^8^jfla'j6i, et pour second terme, 
aSa^gS j parconséquent Tangle réduit à l'horizon = 108^,4^5070. 

En comparant cette opération avec la précédente^ on voit que la for- 
mule (a) embrasse tous les cas , puisque le quarré de la moitié du 
supplément positif ou négatif de la somme des deux distances au zé- 
nith fi^rm^ toujours le coefficient du premier terme, et le quarré de. 
la moitié, de leur différence, le coefficient du second terme; mais il 
fi|uè«iralr atleniSba, dans ces caleiiLr, de rédmre ff et £f' en se- 
condes , parceque /f est employé dans cette supposition. 

1 .il" 

Si H=:H'^ la formule Xa) se réduit évidejnment à sou pre- 
mier terme , €fc ç^Ue (b) à W« second terme^maia la correction 
peut être nult^ds^îs, trois ca$j( 1% lorsque H et B' sont nuls à-la- 
fois iaSlQi3ii^(^^ tang4Ç=p(5=?.'y CQfif7 , d'où 

tang*iC==«^^AS*Moriqaeybnaèt^lëTfois£r==o ettangiC=cotiC7, 

circonstanff^ . ^ n« peut avoir tieÂ qjue.^iuipd Tangle £7 est d'un 
quadrans. 

Le calcùtdelà réddétiôn* dôtit IT s*kjgïc 's'iâbrëge beaucoup , au 
mcor^*)^ TtJ^e^ï €l*JO;n iy4, «»t 4t4 c^Gulé^ekdiapoêées de 
la>9#to€| mwji^ <^ c6llea<|^ep«l4lui^^l»dpJW^fs^ Ia.di«« . 

viéM d)ir mreli^ w ^,4«fi:é$J C^viphqp9« ige^nposk^, Upre-i 



' « « 



La Ti^ble I a youi: ar^ippM^t Tangle obsenré ^ et l'on trouve 
avec c^t'teigle 4^5io{^54y --^ i5aV7iV 

Avec l'angle H'^H', la.jT^b^JI.dijnoc 448. 
Avec l'angle H'-^H^ la même Table donne 0,394* 

On multiplie 3o'^54 P^r le premier facteur 4>4^^ ^^ 1^ produit 
«4- i56',62 est le premier terme de ht coixectioiïi' • ' 

On multiplie de même — iS^^yi j^àr le second facteur 0^394 > 
et le produit •— 52*^,29 est le second-ftr me Jd£^J4i. correction. 

La rénsifÎQaH(]e^\Ci^. di@;ugL4pi^m^ desigzies 

différens, doxme.i^ooiQie ci-dessus 4~84^^^7 ipàuv la réduction à 
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On conçoit aisément que lorsque les trots angles d*un triangle 
sopt réduits àThorizon, ils représentent ceux d'un triangle sphé- 
rique dont les côtés sont interceptés entre les verticales dés troi< 
s^aui observés* Une s'agit plus alors, pour résoudre ce triangle 
très-peu côiârbe, que de faire usage du théorênEie de Legendre (^9)^ 
si toutefeis les observations ont été faites aux centre» mêmes des 
signaux. Autrement, il faudrait réduire d'avant les abgle» ho* 
rizontaux aux centres des stations^ et c'est ce que nous enseigne- 
rons bientôt. 

Réduction deà angles honxontaux aux cmghs des cardes. 

• - • • 

• 

55. Nous avons indiqua dans Particle précédent la méthode 
par laquelle on calcule ordinairement un réseau triangulaire, con-^ 
sidéré comme &isant partie de la sphère terrestre. Cependant qjaelr, 
ques géomètres, et Delambre notamment^ réduisent les triangles 
spbériquesf amr triangles rec«i$igfie§ fërofés p« les t^ods éordes*/ et 
c*est par le moyen de ceux-ci qullts^ détermlnene les distanees^ r«^ 
pective^des objet». Cette dernière méthode^ qui a tetit le degré 
d'exactitude que l'on peut désirer , exige que l'on réduise d'abord 
les angles horizontaux aux angle» des cordes , et que l'on substi* 
tue ensuite à la ligne géodésique prise pour base y la distance 
rectiligne qui joint ses extrémités (4^^ De eea dewyr fpvobléiliesrio 
le premier se trouve résolu dans l'art. ^8; car soit le triangle sphé- 
rique ^^C qu'il faille réduire aa triangle rectiligne ABC , si^'^'^ 
:xa, nb, ne sont les côtés du premier^ opposés aux angles A^ B^ C, 
et 2a', 2b\ 2c' les côtés du» second ^ opposés aux angles A, B', C^i 
que du point C , comme centrent on décrive avec un rayon s=s ip 
les arcs z'a', z'jS', a'/S', et que l'oa mène les tangentes ou. hori- 
zontales CT, CT' , l'angle de dépression T'CB formé par une 
corde etr use tangente ^ aura/ pour isesure a en ky «Mitié de l'arc 
connu jdC. De même Tangle de dépression TCA sera == b. 

Cela posé, l'arc z'j&'ssx^.^is^ l'arc zVsas i>-<«^ fret Tanglie^ ho^ 
rizontal TOT est connu j ainsi dans .le triangle sphérique 
zV^' on connaîtra deux côtés et l'angle compris : reste donc à 
trèiiver le troisième côté «r/3% ou Tangle C qtrî est Paûgle horf- ^ 
zontal, réduit à l'angle des cordrj. Mais sârts» faire «sage de ' 
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la formule citée*, laquelle serait d'ailleurs peu propre à donner 
l'angle cherché avec précision, vu le peu d'étendue des tables de 
logarithmes , et même sans faire subir à cette formule une trans- 
formation analogue à celle qui a été pratiquée à Tart» 35, il est 
clair que la question à résoudre est l'inverse de la précédente. Si 
donc on dénote par y la correction cherchée , et par C Tangle 
horizontal connu, on aura (art. 55), 

formule dans laquelle a tXh sont toujours da même signe : pour 
en faire l'application, il faut commencer par calculer approid- 
rofttivement les côtés des triangles considéras comme rectilignes , 
en supposant que les observations ont été figtites aux centres 
des signauft} ensuite convertir ces côjtés 2a, ab, en minutes cen- 
tésimales. 

Afin de nous conformer à la notation de l'art io6, nous dési^ 
gnerons respectivement les distances 2a , 2b par K et K! , et nous 
aurons, en employant à cette conversion la formule démontrée (âo), 

« ;= — r— Tf ( I — i A^ sin* i) , 

oa simpleHient pour toute la France, 

' D'ailleurs la Table III renfermant le logarithme du facteur 
de jRT , on aura sur-le-champ le logarithme de ç en ajoutant le 
log K avec celui de son facteur F. 

m 

Supposons, par exemple, que log £s=:4>^^3 14^3 

log n'as 4,415792a, 

et que l'angle observé à la latitude de 54»^, 

et réduit à l'horizon ... =68»%o5546, 

la Table citée donnera 8,9986338, en prenant pour argument la 
latitude de 54"-, d'o^ il suit que 
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logF = 
\ogK = 


: 8,9986328 
= 4^3821482 




ïog K' = 


. 8,9986328 
= 4,4157932 


log(f = 


= 5^3807710 




log <!*' = 


= 3,4i^4i5o 


parconséqiMDt , 


— OU 

9 


p = 


= Ï2',01 






•lou 


i^= 


= 12,92 




• 


P+P'= 


= 34 ,93 
= 0,91; 





avec les quantités P+P^^ P^^P^9 on trouvera dans la Table II 
les Ssicteurs 

o^oSff o^ooo. 
Avec I*angle réduit à Phoriîou , on trouvera 
dansiaTab. I, pour les nombres to/^ et c€>/^;i^,—57',68 *f- loy^ôS 

Multipliant ces quantités par ordre , on aura 

pour \^^ et 2« termes de la correction > — l'A^ + o^ooa 

Or Tangle à Vhorizon =. * 68r,o554, 6 

donc Tanglô réduit au plan des cordes =. 68 ,o333,i7« 

Après avoir réduit ainsi tous les autres angles borixonfaux ^ on 
résout les triangles de la chaîne à l'aide de la base mesurée et 
de ce principe de trigonométrie rectiligne, savoir > que les sinus 
des angles des triangles sont proportionnels aux côtés opposés: 
vojez à ce sujet Tart. i5» 



Réduction $un angle pris dans un plan à un autre plan 

melùié à rhorizon. 

56. Le centre de rinstrument et le point de mire n'étant pas 
ordinairement les mftmes dans chaque station j c'est ce qui est, 
en partie , cause que les trois angles d'un triangle rectiligne dif- 
fèrent de deux angles droits. Si donc l'on ramenait au plan des 
trois centres des stations^ les angles observés entre les sommets 
des signaux^ ces angles ainsi corrigés serviraient à. faire Juger 
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du degré d'exactitude des observations} mais la réduction dont 
il s*agit pourrait aussi faire connaître l*efiet de la réfraction ter* 
restre (io5) sur les angles observés. 

FiG. i3 Soient deux signaux ^^, BB observés du signal zP. Si^, a, b 
sont les centres des stations^ et que Ton ait relevé Tangle AcB^su:^ 
Tangle acb sera dans le plan des stations > et Texcès de l'angle 
horizontal sur Tangle observé sera, d'après l'art. 54* 

:r = ;?*tangx£: — y*cotv^* (0 

L'angle acb étant très-peu di£férent de AcB, on aura de même 

a;'=;?'Hangic — ç^^cot^Cj (a) 

a! désignant aussi l'excès de l'angle horizontal sur l'angle acb. 

Maintenant il est évident que poilque AcB ^ xzs^acb ^ j! ^ 
ofi a 

acb — AcB = a: •— a^ j 

alad les équations (i) et (a) étant soustraites l'une de Pautre^ il 
viendra pour l'expression de la di£fôrenoe cherchée , 

a:—- a:'=?:(;;*— .//•)tangtc — (y*— 9^*)cotic. (3) 

Mais si les angles sous lesquels on voit du point c les hauteurs 
Aa^ Bb sont représentées par S'il, J'H^ les hauteurs angulaires 
des points de mire A et B au-dessus de l'horizon étant toujours 
désignées par H, H', on aura^ par rapport aux hauteurs des points 
de station a, b. 

D'ailleurs 



Oooe tt l'on fiât pour abréger ff^s^p^^wif j/asy— «, l'équa- 
tiûD (3) deviendra^ en j introduisant ces valeurs, et réduisant > 

jp*^:c'î;5«(3f -i-iia) tangue -^ 72 (ay—/i)cQtic* 

Enfin 
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Enfin convertissant en secondes et éliminant m et n, on aura 



« 
Cette formule, comme nous Pavons déjà dit, peut servir à éva- 
luer Teffet de la réfraction sur Tangle observé , et cela en y met- 
tant pour ftH et S^H' la valeur de cette réfraction détermi- 
née à priori par la méthode de Part. io5. Nous ne donnerons 
aucun exemple numérique à ce $ujet; mais nous pensons que 
quelques lecteurs trouveront ici avec plaisir les règles des signes 
qu'il importe d'observer dans Temploi des valeurs trigonomé* 
triques ries voici, 

i^. Le produit de deux quantités est positif ou négatif, selon 
que ces quantités sont affectées du même signe ou de signées diffé* 



rens -, 



2\ Le sinus , le cosinus , la tangente et la cotangepte d'un an^Ie 
moindre qu'un droit sont positifs. 

3*. Si un angle est compris entre i et 9 droits, son sinus est 
positif, et SG% autres lignas trigonométriques sont négatives. 

A!*. Tout angle compris entre 3 et 3 droits a son sinus et son 
cosinus négatifs j mais sa tangente et sa cotangente sont positives. 

S"". Lorsqu'un angle est compris entre 3 et 4 droits , son cosinus 
est positif, et ses autres lignes trigonométriques sont négatives* 

6"". Enfin le sinus d*un angle aigu négatif est lui-même négatif, 
e^ son cosinus est positif} donc à cause de tang s=: ^ =^ 357 * 

I • • 

la tangente et la cotangente de cet angle sont négatives. 



M 
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CHAPITRE VI. 

De la réduction des angla au centre de la station. 

Centres visibles et accessibles, 

57. 1 ouTBS les fois que Pon obsenre au centre m6me de la 
station^ on a immédiatement les angles sous lesquels on voit de 
ce point les distances qui joignent les eictrémités des signaux; mais 
il arrive souvent que Tinstrument ne peut être placé que hors de 
Taxe du signal pris pour centre de la station : dans ce cas^ il est né- 
cessaire d'j réduire les angles observés; et voici la méthode que 
Ton emploie pour cet effet. 
FIG.14 Soit Cle centre de la station^ et O celui de Tinstrument ou 
le sommet de Tangle observé AOB. On demande la mesure de 
l%ngle ACB qui est la réduction du premier. 
Faisons les données 

AQB^s^O, BOC:=y, COz=:r, BC=G , ÀCz=:.D ^ 

Puisque 'Pangle extérieur d'un triangle est égal à la somme 
des deux inférieurs opposés ^ on a, par rapport au triangle IAQ\ 

AIB^O'\-IAO, 
et par rapport au triaogb BlC't 

AIB=z.C-\-CBO. 
Egalant ces deiu râleurs, on obtient 
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D'un autre côté on 4 



m 

mais les angles CAO, CBO étant toujours fort petits, leurs arcs 
peuvent être pris pour leurs sinus j donc 

c — u^-r -^ ^, 

et pour aroir la réduction en secondes, (5i) 

Z>aini. Garni ^ ^ 

L*usage de la formule précédente ne peut, dans aucun cas, être 
embarrassant, pourvu que Ton ait égard aux signes de sin(0-f-^) 
et de sin/; ainsi le premier terme de la correction sera positif 
si Tangle O+j est compris entre o et aoC, et il deviendra né- 
gatif, s*il surpasse aoo^; le contraire aura lieu dans les mêmes 
circonstances , pour le second terme qui dépend de V angle de di^ 
rection y. 

n est remarquable que D est la distance de l*objet à droite ; 
et G la distance de Tobjet à gauche. Quant à Pangle y, c*est 
toujours celui sous lequel paraissent Je centre de la station et 
l'objet à gauche: ainsi quand on a mesuré Pangle AOB, la lu- 
nette supérieure est dirigée sur l'objet à gauche £, et l'inférieure 
sur l'objet à droite A : alors celle-ci restant fixe sur ^ , si Ton 
fiât mouvoir la lunette supérieure de droite à gauche, jusqu'à 
ce que son axe réponde au point C , Tare qu'elle aura parcouru 
sur le limbe sera la mesure de Tangle ^ , qui doit toujours se 
compter suivant Tordre des divisions de l'instrument, et dont la 
valeur peut aller depuis o jusqu'à 4ûo^* 

La formule (i) se réduit à un seul terme, lorsque l'une dés 
distances 2>, 6 est comme infiniment grande par rapport à r : 
ainsi selon qtie ^ ou i? sera le centre d'un astre, on aura sim- 
plement 

C— C?s=— g-^,.oti, C— 05=;— 2>-^;f . 

Ha 



\ 



\ 
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De plus, on aurait C— 0=o, 9X j4 et B étaient deux ob- 
jets célestes, ou bien si A étant un astre et J9 un objet terrestre, 
le centre O du lieu de Tobservation était en même temps dans 
la direction G, et vice versd , auquel cas jr =o , ou jr = — O. 

Mais sans supposer infinie aucune distance Z>, G p on peut 
encore avoir C— = oî alors 



sm 



2_ = £. 



d'un autre côté, dans le triangle ABC on a 

AnA An A ^_^ G ^ 

donc, à cause de C;^::0, on conclut 

tiny sin^ ^ 

développant les dénominateurs il vient 



fin Ccosy -(- oos Càny *"" am^cos C+cos-^^sin C * 



ou bien 



sin C coty + cosC'^ cosC + cotAmïC^ 

donc 

tanjg/ = tang^ = tang (aoo*^ + A). 

Il suit de là que pour que Tangle réduit soit égal à Tangle ob« 
serve, il suffit de se placer de manière à c^ que y:s=:A, ou 
ss aoo^'-l-^j c*est-à«dire , sur la circonférence du cercle cir- 
conscrit au triangle ABC. Pour éviter tout tâtonnement à cet 
égard, Delambre observe et démontre (page 34> Déterm. d'un 
arc ^u mérid.) que l'on peut se placer sur la tangente au cercle 
ABCi menée pai; le point C et le plus près de ce point qu'il sera 
possible, et même à plusieurs mètres sans inconvénient j mais 
pour cela il faut connaître Pun des angles A , B ^ afin de pou- 
voir déterminer la direction de la tangente. 

Si plusieurs angles consécutifs p(y,(/,0' étaient situés dans 
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un même plan^ oblique à rberïzon^ si Von vtut, on les rédui*^ 
rait tous au centre C, à Taide du seul angle de direction y et 
de la distance au centre r: alors^ par rapport àTangllb (/^ Tangle 
de direction serait ^ ; 

par rapport k C/, 

par rapport à (T, 

L^angle O^ étant censé achever le iour de lliorizon, la ré* 
duction qui lui convient doit ètiie égale à la somme de toutes les 
autres réductions prises avec un signe contraire. Pour* le prou- 
ver > soient i, i, i^ iT les réductions correspondantes des angles 
OyO, Cf, Of, on aura 

c=0H-6, c'z=:(y+^, c"=(y+v, cr^or^f, 

d'où 

Or > par hjpothèse, les angles C, C ... aussi bien que les angles 
O, O ... font un tour d'horizon*, donc Téq nation précédente ne 
peut subsister > à moins qu'on n'ait 

donc 

Enfin, /juand même les plans des angles (f^C/... seraient diffé- 
remment inclinés à l'horizon ^ les élémens / et r pourront seuls 
être employés^ pourvu que l'angle O^soît horizontal j mais avant 
de fiiire usage de la méthode actuelle > il faudra réduire à Tho- 
rizon les an^es Ot^ Cf... Au surplus, quand les objets sont fort 
près de l'horizon de l'observateur , ainsi qu'il arrive toujours dans 
les triangulatipus du premier ordre , il est indifférent de réduire 
d'abord à l'horizon Vctngle observé^ ou de le réduire au centre 
de la station pour le ramener ensuite au plan horizontal* 

58. Nous avons déjà indiqué comment on obtient Tangle de 
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dkectioB ; cependant il est utile loi ide faire coniiaître ^us pdrticu* 
Hèrement le procédé que Voa aait dans cette drconstance. On 
4élwhe,la liînette supérieure pour la diriger sur le centre de la 
station , en fixant deux points marqués sur le haut du tube , l*un 
près de Toculaire, l'autre pr^s de. r-ob^ectif; mais lavis du réti- 
cule et celle de la petite pièce cylindrique qui entraine le verra 
objectif, ont ordinairement as^Zi de saillie au dessus du tube, 
pour servir de points dé mire» • ' - 

Snpposoi^, pour fîx^r les idées, -que c^tte lunette, au moment 
du départ y marqub 9751^,2, et qu'arrivée dans la direction du 
eëstie aprèaiwoir marefaéde droite à gauche, b'esirà-' 
Are «Bâvantl^ordcedeâdivisions du limbe , ellèmarque ioo45^,5a 

•X^'au iiM^énd'ud seeônd tboi^ 
inltti»' ittfietté, en la> ramenant sur le centre de la 
station , elle réponde à. • r ••••..;... ioo45 ,28 

Qu'après ju irpisième/ffsart^ut seoiblable, elle 
marque. .' ioo45 ^3a 

Prenant le tiers de la somme de ces trois quan- 
tités^ on /^ aura. v. 4 • 10045 ^3o 

Dé ce nombre retranchant celui du point de départ. oySi ,20 

La différence sera ringlë de directiob y s=;a94^|io« 



Il faut bien prendre garde, à chacim de ces* estais, que l'tnstm^ 
ment ne se dérange: Ton s!as9ure qu'il a gardé sa position pri^ 
mitive, lorsque Taxe optique de là lunette est resté dans la dijreo^ 
tion de l'objet à droite^ s'il s'en était écarté , il faudrait \y ramener 
en tournant la vis du tambour, et diriger de nouveau la lunette 
supériètitcrsilr- le centre de la station. Quelcjue àttentioh que l'on 
pKmiè pèur avoir là mesure exacte de l*angle de direction, il 
teste toujours à cet égard tnie petite incertitude*, mais elle n'est 
d^aiVeuro d'aucune* eoaftéqiiénce. Il n'en éftt pas de hièmé de là 
iaéèilre de )a distance du centré de Hnstrùment à Taxe du si^ 
goalj odie-ci doit être prise avec beaucoup dé so£a, et Ton peut 
•e servir à cet efiet d'un cordeau quePon dirige dans le sens dé 
la lofietta supérienre dont l*a^é répond au centre de là station* 

59. Passons maintenant au calcul de la rédtiction au centre i 
et pour cela donnons à Ji'équiitiou (0 1^ fRtni^ '" 
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en faisant i=C.«—0. . 

• • • • - • ' ' , . 

Sait Tangle obseir^ O s 48^,756 
l'angle de direction jr =; 249,1 
la distance au centre r ;^ S'^Sj 
la distancé de l'objet à droite Z) s= i jS^Sf*, 
celle de l'objet à gauche G = 2o345. 

' C^ deux demièreê distances se calculent par approiimatum , 
ainsi quHa été dit (art. 55). 

i''teni|e de la correction. a* terme. 

' C.logsîni' . ^,8o5^ 

logr. 0^51282 

. . - . ' I 

-{- 6,^1670 j . . . . ^ 6,51670 

' L.Anip+y) — g.SgSiO i ; éin>' .;.—- 9,99807 

C .log iJ 5,76627 C.log G..... 5,69154 

— 9a',485 — 1,96607 H- ioi',465-h 3jOo65i 

^ Première partie <— 9!a.,4^3 

rëducfion ... + 8,982 

angle observé... 4^>756o, 

angle réduit au centre . • • 4^ ,^568 ^982* 

Quand on commence l'observation ' d'un angle arèo le çercle^i<^*^<^ 
répétiteur dans lequel l'excentricité des deux lunettes =s ^^ on 
met comme à l'ordinaire la limette supérieure fixée à '^xéro^ sur 
l'objet U droite dàna la. direction, u^Z>':epsuite on am&ne la lu* 
nette infiSrieun^siir l?ob)et ^ gadchedansill» dî^^ctîop jp^t L'opé- 
ration^-^ ' t^erfuine^ .5^ c^^^geaiit) ^nr^^' -^^^^ - ^ ' lunette inférieyre 
sur l'objet à droite^ et la supérièurêsùr l'dbjetl^âuclieî desorte 
'^t\ji luilétt^'supértëiire]^^ lé^diiilblé de l'arc D/X, et cet 

arc Mt la iné^iu^ ' de'f'àÀgrè' iBEA- foàné' par les' axes ' des .denx 
iùnetteè^ puisque datiis lé qwiAklàihfe ODEIÏ les aogles i^, J3f 
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sont droits. Il 8*agif donc de réduire au centre C Pangle me« 
suré BEA, pour avoir l'angle BCA, que Ton a en vue de con- 
naître. Or à cause du triangle rectangle CED la distance au 

centre CE, our=:— ^, et Tangle de direction BEC , ou 

y = 100^— « I C. On pourra donc employer la méthode que nous 
venons d'exposer pour eflfectuer cette réduction. 

Centres inçieibles des tours à bases circulaires. 

, 6o. Lorsqu^ou; observé au dehors ou au dedans des clochas; 
des tours, etc., leurs centres sont . souve;nt invisibles ou inacces- 
sibles. Voici les mojens les plus simples pour lever cet obstacle. 

i5 Si l'on est placé en O extérieurement à la tour circulaire TzT', 
on mènera les tangentes OT, OT\ sur lesquelles on pren- 
dra deux distances égales et arbitraires Ox , Oaf, dé manière 
cependant que la ligne xs/.soit le plus près possible de la tour 
dont C est le centre : on fera xm = x^m , et Cm sera évidem- 
ment dans la direction de ce centre. 0n mesurera alors l'angle 
CÙB^zsyj et à la distance Oz on ajoutera le rajon Cz pour 
avoir CO=:r^ 

S'il était impossible de mesurer lerajon ou la circonférence 
du cercle Tz V, on mesurerait l'une des tangentes, OT, par exemple, 
et l'on aurait 

I^iisque 'toute tangente i^u cercle est moyenne proportionnelle 
entre la sécante entière et sa partie hors du cercle. Le reste de 
Topération n'a maintenant aucune difficulté. 

Il est à propos de remarquer que l'on peut avoir encore l'angle jr 
sans connaître la direction de la sécante Oz'i car on a 

CQi = £2£±H!^. ainsi Pôn fera coïncider d'^ïbprdTate de 

la limette supérieur. avec l(i tangente OT, ensuite avec la langçpte 
OT, et l'on tiendra compta ,. chaque fois, du nombre. de, degrés 

luarqué par. cette luneilte, ,qîu dpijt. toujours marcher (Je droite a 

• gauche: 
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gauche: Ton opérera ensuite comme dans l'art. 58^ pour trouver 
chacuu des aogles TOJS, T'OB , dont la demi-sonuae =j. 

Lorsque Ton sera placé dans Tintérieur d'une tour circulaire, 
on fera ensorte que le centre de l'instrument soit sur le milieu 
de la corde qui passe par ce points et la perpendiculaire à cette 
corde sera la direction du centre de la tour. Tous ces procédés 
sont si simples , qu'il est inutile d'insister sur leur développement. 

Centres inpùibles des tours à bases polygonales. 

6i. Si l'on était en dehors de la tour rectangulaire DIX, en 0,fig.iS 
par exemple , et que de ce point l'on pût Toir les extrémités de 
l'une des diagonales Diy, diy on aurait l'angle de direction 
COBz=zy par la méthode suivante: 

On mènera une droite parallèle à Diy, en partageant en par-- 
ties proportionnelles les côtés OD, OD du triangle ODU, et 
le milieu de cette parallèle sera sur la direction OC* 

Autrement on mesurera exactement la droite Op perpendicu- 
laire à dDy ainsi que la partie pm comprise entre Op et la per- 
pendiculaire Cm imaginée abaissée du centre de la tour sur le 
côté d'D. Comme Cm est censé connu, on aura/Ti^ par la pro- 
portion 

Cm -(- Op : pm :; Cm : mq. 

Ainsi la droite Oq^ dont la direction est maintenant détermi- 
née , passera nécessairement par le centre C\ on mesurera donc Oq, 
et Ton aura 

Cy = K CiTi + mq , 

et enfin 

rzssOq + qC 

Ainsi les deux élémens de la réduction de l'angle observé en O 
sont connus. 

Il est visible que ce dernier procédé est général pour tous les 
polygones réguliers, soit que Ton soit placé dans l'intérieur, 
soit que Ton se trouve au dehors, toute la difficulté consiste^ 

N 
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lorsque le centre est inaccessible, à déterminer Tapothème Cm 
du poljgone qui Tentoure, et c*est ce que la géométrie enseigne. 
(Yojez aussi sur cet objet le Mémoire cité de Delambre). 

Cependant 8*il arrivait que l'on ne pût mener la perpendicu- 
laire Op, on tirerait ]a droite Om et l'on élèverait à Dp une perpen- 
diculaire vers le milieu de pm. La partie de cette perpendicu- 
laire interceptée dans le triangle COm sera facile à déterminer 
par la théorie des lignes proportioimelles ; on aura donc la di- 
rection du rajon OC, et ce moyen est aussi général que le pré- 
cédent* 

Il est évident que tout ce qui vient d'être dit relativement aux 
tours rondes ou polygonales, s'applique mot pour mot aux poutres 
verticales qui peuveut embarrasser le centre de la statioD. 



/ 
/ 
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CHAPITRE VII. 

De la réduction au centre du ugnal observé , ou 

de la phase des signaux. 

6^2. ±j OR s QUE les signaux sont éclairés obliquement par rap-FiG.17 
port à l'observateur j et qu'ils ne se terminent pas en pointe , 
les angles observés ont besoin d'une correction , parceque si le 
signal abcd est un parallélipipède^ par exemple, et que ab en 
soit la face éclairée, le rayon visuel OA dirigé exactement sur 
le milieu de cette face ne passera pas par le centre M du signal, 
si ab n'est pas perpendiculaire à AO , et la correction additive 
ou soustractive sera égale à l'angle 

^Qjf^^éE^^. (art. i5) 

Pour avoir cet angle en secondes on divisera 3on arc par sin i', 
ou, ce qui revient au même^ on le multipliera par R" (5i)'y donc 
la correction sera 



AOMz^K. 



AO 



On voit bien à quoi serait égal l'angle A'OM, si l'on avait 
observé la face bc. 

Pour plus d'exactitude , il faudrait en outre dégager Tangle AOM 
d'une très-petite correction due à une illusion d'optique qui ré- 
sulte de ce que le rajon visuel dirigé du point O sur le milieu 
apparent de la face ab ne répond pas toujours exactement à son 
vrai milieu, ainsi qu'il est aisé de s'en convaincre > mais cette 
correction peut toujours se négliger , parcequ'elle tombe au-des- 
sous de l'erreur de l'observation, surtout quand les côtés des 
triangles sont fort grands» 



\ 
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Fic.ao gj^ Quand le signal est une tour ronde dont le centre est de 
même invisible, la correction est un peu plus longue à calculer , 
parcequ*il faut avoir recours à Tobservation du soleiL 

Soit, dans cette circonstance , C5 le vertical du soleil, aumo* 
ment de Tobservation , c'est-à-dire, l'intersection du plan hori- 
zontal AMB avec le plan vertical dans lequel se trouve le centre 
du soleiL MS sera Tazimuth de cet astre , compté depuis midi» 
Le demi-cercle ASB sera entièrement éclairé , parceque les deux 
rajons lumineux qui sont tangens à la circonférence de la tour 
peuvent être considérés comme parallèles. 

Je fais MCOzszMQzsiX, MS:=z, et je mène DE perpen- 
diculaire à OC. 

Le demi-cercle DAQE est celui qui se présente à l^observa- 
teur, supposé fort éloigné de C; mais l'arc AD étant privé de 
lumière, l'observateur ne verra de bien distinct que la partie 
AÇME. J^abaisse AF perpendiculaire à DE, alors EF sera la 
projection orthograpfnçae de l'arc visible , qui paraîtra parconsé- 
quent comme la droite FE, et la ligne Oqc sera le rajon visuel 
que l'observateur dirigera sur le milieu apparent de Tare visible 

AQME ; ainsi l'on aura Ce = — . 

La ligne FE est plus petite qne le diamètre DE, de la quan* 

tité DF=:—=i mais AF=i CD. sin AD, à cause du triangle 
rectangle AFCy parconséquent 



llffc AQ'y donc 



donc 



2CD 

^S, comme complém( 



= aCD sîn»iÇ5=arsin* Kx— .zj î 
Ci?=:~5=rsin»i(a:— x)^ 



D'un autre côté, le triangle rectangle OCc d<mjM> en fusant 
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OC—jD et COcssB, 

ungoss g , 

donc l'errenr de l'observation réduite en secondes sera 



fl=ir /"°'-^^~'\ (i) 



Si le soleil et l'objet auquel on compare la tour sont du même 
côté, la correction est additive; s'ils sont de différens côtés^ ]a 
correction est soustractive ; enfin si jt > z ^ le soleil est à droite de 
l'observateur : tout cela est évident. 

Il ne reste plus^ pour calculer la formule prdcédeate^ qii*& dé- 
terminer X — Z'y en voici le moyen; 

On mettra le limbe du cercle dans une situation verticale , et 

après avoir fixé le mieux possible la lunette supérieure sur le 
centre du signal ^ en tiendra compte du aomrbre de degrés mar« 
que par l'index du cercle azimuthal j ensuite on fera tourner 
Tinstrument ^ur ea colonne^ suivant l'ordre des divisions de ce 
cercle^ pour amener la même lunette dans le vertical du soleiK 
L'arc parcouru par l'index sera dans tous iei cas le supplément 
à deux angles droits de l'angle a:— z; car par ce mouvement l'in- 
dex a décrit l'arc de droite ou de gauc'he COS", dont le supplé- 
ment est QCSzssix — z; et il est vlsibfoquela position du soleil 
à l'égard de l'observateur totirné rers le signal , dépend de la gran- 
deur de l'angle COS' ^ aiosl pour le ca» de la figure le soleil est 
à droite. 

Si l'instrument n^a point de cercle azimuthal ^ on le disposera 
horizontalement > et énsoîte lon'diriget^ sur lé'sigfiàl la lunette 
supérieure dont l'index eâit arrêté à 2éro; on jamfenera de même 
la lunette inférieure. L'instrument étant fixe dans cetter posîtidn , 
on dirigera la lunette supérieure dans le vertical du soleil > au 
moyen d'un fil à-plomb phieé'TJrès'dfel'bbjectif, et dont l'ombra 
devra se projeter sur la lunette dans le sens de son axe. L'arc par- 
couru sur le limbe sera Vazirouth COS' observé entre le soleil 
et le signal^ ou le supplément à deux droits de l'angle (^x^'-^z)* 
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A la rigueur cet azimuth , au commencement de Pobserva^ 
tion , n'est pas le même qu*à la fin ^ parceque le soleil s'ap- 
proche ou 8*éIoigne continuellement du méridien du signal; mais 
pour un petit intervalle de temps le mouvement de cet astre peut 
être considéré comme uniforme. Donc si Ton prend un milieu 
entre les deux azimuths dont nous venons de parler ^ on aura 
Tazimuth pour le milieu de l'observation , et c'est celui qu*il faut 
emplojer pour plus d'exactitude. 

s X E M P L fi. 

Supposons l'azimuth 00i9' pris avant robservation.= lyS^^SS' 
et pris aussitôt après l'observation = lyS ^65 

L'azimutli pour le milieu de l'observation sera. . . .= 175 ^5o 
dont le supplément à deux droits 300 , 

sera la valeur de l'angle (x**-z) =: 34 >5o 



Maintenant si^ dans la formule (i), on a rs^'^yS et Z%=;?i845a% 
on en obtiendra le résultat ainsi qu'il suit : 

log/l* 5,8o588 

log'' 0,67669 

log.sinf (x— z) 9,a8i57 
idem...... 9,28157 

Clog.i? 5,75445 

0,77814 =6V 

L'angle , ou la correction à faire à Tangle observé est donc rtâ*. 
Le choix du signe est certain^ d'après ce qui a été dit précé- 
déminent. 



\ 
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CHAPITRE VII L 



De la mesure des bases ^ des moyens de les ramener à 
une température unique et de les réduire au niveau de 
la mer. 



64* JLa mesure des bases est une des opérations les plus déli- 
cates et les plus importantes de la Géodésie j parceque c'est de 
leur exactitude et de celle de l'observation des angles que dépend 
la détermination rigoureuse des distances. Il est essentiel que les 
bases soient , sinon les plus longues possibles^ du moins en rapport 
avec les côtés des triangles auxquels elles appartiennent -y qu'elles 
soient établies sur un terrain de niveau ^ ou plutôt que les lignes 
géodésiques qui les représentent soient droites , ou fassent partie 
des grands cercles de la terre; que leurs longueurs soient déduites 
d'une unité de mesure parfaitement connue et ramenée au même 
état de température j car on sait que les métaux > les bois, etc. 
passent par difiërens degrés de dilatation lorsque la température 
de l'atmosphère varie ; enfin il importe que ces bases soient pro- 
jetées sur une surface unique telles que celles de la mer. 

Les astronomes français qui furent chargés de la grande opé- 
ration relative à la fixation du mètre définitif, emplojèrent des 
règles de platine et de cuivre formant des thermomètres métal- 
liques. Ces règles ne furent point mises en contact, dans la vue 
d'éviter le recul qui aurait pu avoir lieu par l'efifet du choc ; mais 
leur petit écart fut estimé par le mojen d'une languette graduée, 
comme on le verra bientôt. 

Dans les opérations géodésiques ordinaires , on peut sans inccm- 
vénient mettre les règles ou les perches bout à bout. Cependant 
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il convient ^e mesurer plusieurs fois la même base , et de prendre 
pour vrai résultat le mojen entre toutes les mesures obtenues. 
On se sert avec avantage des verges de bois de sapin trempées dans 
l'huile bouillante , puis garnies d'un vernis épais ^ parcequ 'elles sont 
peu sensibles aux variations hygrométriques de l'air, et même aux 
changemeos de sa température. La figure 25 représente la forme 

FiG.ai d'une de ces verges; les branches du lozange jiBCD et la traverse 
C^Z) servent d'arcs-boutans à la règle AB , et Tempèchent parcon- 
séquent de se courber. On a au moins deux de ces verges que l'on 
étalonne avec beaucoup de soin, et à chacune desquelles on donne 
communément 5 mètres de long. Pour procéder à la mesure de la 
base, on les place sur un pont formé de plusieurs madriers calés 
solidement sur des trépiés , et placés alternativement les uns à la 
suite des autres à mesure que l'on s'avance sur cette base. Si les ver- 
ges ne pouvaient avoir une station parfaitement horiaootale, on me- 
surerait leur inclinaison à l*aide d*un niveau à perpendicnle gradué 

Fic.igcomme le voitffig. 19). On conçoit tropaisémentde quelle manière 
il faut se servir de cet iastnment et faire les réduetkMM auxquelles 
il donne lieu, pour qu'il soit nécessaire de s'étendre à ce sujet. 
D'ailleurs l'ingénietnr instruit saura suppléer jinos omissions , mo- 
difier selon les circonstances ks moyens d'exécution que nous 
proposons , et donner atnc inshrumens à employer pour la mesure 
des bases toute la perfection d<mt ik sont susceptibles. 

Nous avons déjà observé que l'influence du calorique sur les 
corps se manifeste par l'augmentation ou la diminution de leurs 
volumes , et l'on a trouvé que par chaque degré du thermomètre 
centigrade, le platine se dilate de o,ooooo8565 dans chacune de 
ses dimensions, le fer de 0^000010666, et le cuivre de 0,000017845; 
mais pour l'objet actuel , la dilatation dans le sens de la longueur 
des règles est la seule qu'il importe de connaître , et il Saut pour 
y avoir égard, tenir un registre des variations du thermomètre ; 
alors la longueur de la base sera edle qui répondra à une tempé- 
rature unique adoptée pour terme de comparaison. 

Supposons 9 pour fixer les idées , que l'on se soit servi d'une 
règle de fer élalonnée à la température de lo* du thermomètre cen- 
tigrade, sur la règle de platine qui , au terme de la glace fondante., 
représente le mètre. Supposons en outre que Ton ait mesuré avec 
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la rëgle en fer nne longueur A^ à la température moyeune de 18% 
^n saura combien cette longueur renferme de mètres ainsi qu'il 
suit. 

Si on désigne par Z) et JQ' les rapports précédens des dilatations 
respectives du platine et di| fer > et par 10 — x les degrés de la 
température à laquelle la ri^gle de fer serait égale au mètre origi- 
nal j il est clair que le mètre en platine sera =s i — 10 D ^ et le 
mètre en fer =3 i-^xU , en prenant pour unité la longueur de 
J*étalon à la température de lo""; ainsi xU s^ioDy at partant 

La base K sera donc exprimée en mètres , si on la divise par là 
longueur de la règle en fer ramenée à la température de io—xz=:3l^, 
c'est-à-dire par la longueur actuelle de cette règle diminuée d'une 
quantité relative à 16^ --> 2^ = 16* j ainsi le nombre de mètres 
contenus dans la base H sera 

K K K ^ * 



1 — 16® X 0,000011 1 — 0,000176 0.999824* 

Donc une longueur égale à loooo ^ois la règle en fer vaudrait 
lOOOi^^ySj d'où l'on voit que quand les bases doivent être me- 
surées avec une extrême précision , il n'est pas permis de négliger 

les corrections dues à la température. 

Î' . ■ ■ • 

^ . us Commode de choisir poi|r 

base une li^e droite ^ ou pour mieux dire une ligne exactement 
située dans un même plan vertical ; mais il est des cas où cela est 
impossible. La base de Perpignan mesurée par Delambre , b£fre 
en effet l'exemple d'utie ligne géodésique brisée , dont les extré- 
mités étaient même à quelque distance dés deux termes choisis 
pour centres des stations. 

Soit ACB une ligne brisée; S, 7^ les extrémités de la véritable 
base , SA et VB des droites respectivement perpendiculaires aux 
deux arcs sphériques ^C^ BC mesurés, et C l'angle horizontal 
que forment ces deux aces. Le triangle ABC est réellement: tfphé- 
rique; ainsi il faudra^ avant de calculer la distance >^^ pour en 
déduire ensuite VS ^ trouve^ l'excès sphérique de.ce triangle (59) ^ 

O 
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retrancher de Tangle C le tiers de cet excès , et Étire usage de 
ia métbo-le ( 5^ ) pour calculer la base AB et les angles 
CAB , CBA. 

Si au contraire on adoptait le procédé de Delambre (46,69) , 
on retrancherait de chacune des deux parties AC , BC de la base 
brisée Texcès qu'elles ont sur leurs cordes respectives , ainsi que 
nous allons le faire voir ; on réduirait à ces cordes Tangle hori- 
zontal 55, et Ton prendrait pour base véritable la corde qui joint 
les points AetB , et qui s'obtient par la résolution d'un triangle 
rectiligne. 

En désignant par b le côté d'un triangle sphérique trës-peu 
courbe , pour une sphère dont le rajon = i , et par k la corde 
correspondante , on aura par la première des séries (A) art. 3 1 , 

b — 2$m{bz=:b — kz=:—. 

Lorsque B est la longueur d'un arc et K celle de sa corde, pour 
un rajonssp, on a évidemment 

donc 

i— À: ou ssssrz-T* 

Tel est l'excès de l'arc sur sa corde , dans la supposition que b 
&it partie du rayon pris pour unité j mais cet excès sera donné 
en mêmes mesures que le rayon de la terre , en multipliant par ^ 
la valeur de €j c'est-à-dire qu'alors 

JB-JT ou 2 = ^^'. 

r 

enfin Ton aurait 2 en secondes , à l'aide de la formule 

L'arc ou la corde AB, ainsi que les angles CAB, CBA étant 
déterminés par le moyen que l'oa vient dlndiquer , on résoudra 
i€S, petits triangles rectangles S Au , VBà,. dans lesquels on con- 
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naîtra les angles et les hjpoténuseS' SA , VB , et il ne s*agira 
plus^ pour obtenir SP^ , que de calculer son excès sur J^a' z=zba} 

or dans le triangle rectangle SciV , on a yS=i Va' ^Sol , d'où 

\_ 

donc Texcès cherché , ou 

sans erreur sensible. 

66. Voici maintenant comment on réduit une base au niveau 
de la mer. 

Soit p le rayon de la terre réputée spbérique pour le niveau deFio.sS 
la mer ; p -f- A le rajon pour le sol de la base AMB , supposé de 
niveau^ h sera Pélévation Aa du sol au-dessus de la surface des 
eaux. Soit de plus B la base mesurée AMB ^ et 6 la base r6« 
duite amb. 

Cela posé ^ puisque les arcs semblables sont entr*eut conmie 
leurs rajons , on aura 

B ùA^h 
b — f * 

prenant U valeur àe S , et ajoutant de pairt et d*àntre — ^ ^ il 

viendra 

Bh 

puis développant la puissance négative j on aura 

Tel est l'excès de J? sur i^ , et nous appreiidlroB* daâé Part» ira 
à déterminer h. 

Tous les côtés des triangles que Ton calculera d'après la baso 
réduite b , seront des arcs de grands ceccîet d'une même sphèra^ 

Ôa 
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Si au contraire on prend pour base la corde de l'arc b", ces càté^ 
seront les arêtes mêmes d'unpoljèdre inscrit dans Im sphère dont 
le.rajon = p. 

Description et usage des règles de platine qui ont servi à la 

dernière mesure d^un arc du méridien. 

FiG. 18 67. Les r^Ies de platine dont nous avons déjà parlé à Tart. 64^ 
sont au nombre de quatre j elles ont m pies de long sur 6 lignes 
de largeur environ , et une ligne d^épaisseur. Chacune est recou- 
verte d'une règle de cuivre qui est de 6 lignes plus courte que la 
règle de platine -, Tune et l'autre sont seulement fixées ensemble 
par une des extrémités , afin que la dilatation des métaux ne se 
manifeste que du côté de l'autre extrémité qui se trouve libre. 
On apprécie alors à chaque moment l'effet de la température 
par la quantité dont le cuivre se dilate plus que le platine : cette 
quantité ou différence des de« dilatations s'estime à l'aide des 
divisions ab tracées vers* l'extrémité de la règle . de cuivre , sur 
une petite pièce de ce métal > entraînée par la règle de. platine. 
Chaque division est jôiôô ^ la longueur de la règle de cuivre^ 
et le vernier n donne des parties dix fois plus petites , ou des 20a 
millièmes de la même longueur. Les divisions se lisent aisément ^ 
au mojen des loupes L , L^. 

; La languette cd est une petite règle de platine divisée aussi en 
ao millièmes de la réglé de même métal , assujétîe & glisser entre 
deux rainures du côté du thermomètre métallique ; elle sert à me- 
surer le petit intervalle qu'on laisse entre les règles lorsque l'on 
mesure une base , et son vçrnier est en n\ Pour préserver ces règles 
des accidens qui pourraient survenir dans le transport^ et pour les 
rendre même plus propres à l'usage auquel elles sont destinées , 
chacune est enchâssée dans une pièce de bois de sapin , de ma« 
nière à être maintenue constamment en ligne droite. Sur le petit 
FiG.igtoit TT' qui couvre letout^ sont deux pointes de ïerpp' , placées aux 
extK^ités de chaque règle , çt qpe J'on jaligae dans la directioa 
de la base, quand on opère. 

Les jtrépiés sur lesquels on pose les règles , ont chacun à leurs 
angles 'des VIS -qui donnent le mojen d'élever ou ^'abaisser ces 
irè^es- pour pouvoir fidi^ iisage des languettes. 
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L'instrument 'ACB est une espèce d'équerre composée d'un arc 
de cercle gradué ^ et d'une branche de cuivre à laquelle ^ vers 
son milieu, est fixé un niveau à bulle d'air ef. Cet instrument se 
place sur chaque règle à la manière des maçons-, et lorsque la 
vierticalité de la- branche est indiquée par le niveau , on écrit le 
nombre de degrés que marque la ligne de foi de l'extrémité de 
cette règle. On retourne ensuite l'instrument, et Ton remet la 
branche dans la situation verticale ; alors l'arc qu'elle aura par- 
couru sera le double de l'inclinaison de la règle de platine. 

On a reconnu par des expériences très-délicates et répétées avec 
beaucoup de soin (^), que le thermomètre métallique de la règle 
n^ I , marque 585^% 5 à la température de la glace , et que Talon- 
gement de chaque règle est de ©''^,9245 pour une partie des ther- 
momètres. Cela posé, si / est le terme mojren de toutes les obser- 
vations du thermomètre métallique de la règle n^ i > faite pendant 
la mesure de la base , 

(«' — 585^,5) X 0,9245 

sera la correction mojenne de température relative à cette règle 
prise pour module au degré de la glace , module que nous dési- 
gnerons par M. 

Les mêmes expériences ont fait connaître que la règle n^ a i 
exposée à la même température , est plus courte que la première > 
de 0,2 , et que son thermomètre marquait alors SSS'^^S} parconsé-! 
quent la correction qui convient à cette règle est 

( <' — 585, 5 ) X 0,9245 — 0^,2. 

L'on a vu aussi que les corrections respectives des règles n^ 3 
et n"" 4 , sont dans les mêmes circonstances 

(f ^ 58o,5 ) . 0,9245 — . o^,4; 
(tr— 384,5) , 0,9245— o >4^ 



(*) Les résultats suivans que )*ai recueillis au dépôt général de la guerre , sont 
consignés dans un mémoire inédit dé Borda ,' relatif aux expériences faites' sur les 
règles de plàtinedont il s*agit 
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Or en multipliant chacune de ces corrections par le nombre de 
fois que les règles correspondantes ont été portées sur la base , on 
aura la correction pour les quatre règles : mais ce résultat peat 
se trouver plus simplement ; car si / désigne le terme mojen des 
observations des quatre thermomètres , faites pendant la mesure de 
la base, la correction moyenne cherchée sera évidemment 

(t — 585^,8) . 0,9245— o^,!i5 = P. 

Les parties de cette expression exprimeront des deux cent-milliëmes 
de la longueur fixe M. 

Maintenant soit n le nombre de fois que les règles ont été em- 
ployées dans la mesure de la base, on aura, pour la correction 
totale, nP'y mais il faut encore corriger les petites distances d'une 
règle à Pautre , mesurées par les languettes ; et à cet égard , il 
s*agit de faire séparément une correction de température à chaque 
distance observée , et une autre correction des verniers , qui est 
la même pour toutes les distances. La première correction est tou- 
jours additive , la seconde s*est trouvée soustractive et =: — o'',i5* 

La première correction pourrait être donnée au moyen d*une 
petite table qui aurait pour premier argument les parties de ther- 
momètre métallique, observées pendant la mesure, et pour deuxième 
argument les parties données par les languettes. Si , par exemple j 
le thermomètre marquait 45o^ , et la languette n* i , aooo' , la 
table de correction de température devrait donner o^',6. En 
effet on sait par ce qui précède que chaque règle s'alonge de 
o,ga4^ pour une partie de son thermomètre *, pârconséquent, pour 
45o—> 385,5 = 64%7, elle s'alongera de Go''} et puisque la lan« 
guette marque âooo^, l'alongement relatif à cette longueur sera 
le quatrième terme de la proportion suirante , dans laquelle le 
premier terme exprime la longueur de la règle 

aooooo : ^000 :: 60 : xzssofi ; 

c^est ainsi que Pou formerait la table dont il s'agit. 

Pour OKicevoir la raison de la seconde correction , il faut remar- 
quer que la ligne de foi du vernier n* i ne tombait pas exacte* 
ment sur le zéro de la division à Tinstant du contact des règles. 
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puisqn^alors elle marquait 0^,7 j la vraie distance de la règle n"* 1 
à la suivante doit donc être diminuée de cette quantité , ou ce 
qui est de même la correction du vernier n* i = — o'^^y. Celle» 
des trois autres verniers étant respectivement + 0,9; — i j -)- 0,3 , 
il s'ensuit que le quart de ces quatre nombres j ou que la correc- 
tion mojenne pour un vernier est> comme nous Tavons rapporté^ 
— o^,i5. 

Enfin on calculera > pour chaque règle, la correction de l'incli- 
naison à rhorizon ^ puis l'on réduira toutes les distances horizon- 
tales partielles au niveau d'une des extrémités de la base , par 
exemple , et ensuite la longueur totale de cette base au niveau 
de la mer, conoune nous l'avons expliqué plus haut. 

Borda , à qui l'on doit les résultats précédens , fit aussi la com« 
paraison de la toise de l'Académie avec la règle n"" i. Il trouva 
en dernière analjrse que cette règle =s 2 toises -f- £^,4 > quand 
son thermomètre marque 58&^,3 ; qu'elle est = a toises — * 2^ lors- 
que le thermomètre marque 4^5/4, ^t qu'à 16^ 7 du thermomètre 
centigrade^ le theunomètre métallique indique 4i^/4« 

n est donc aisé de déduire de là, par une interpolation , qu'à 
ce même degré de température choisi par Bouguer, pour éta« 
lonner les perches dont il fit usage au Pérou, la règle n"* i 
=5 Jf+ ^7^*^,8 = 2 toises — 0^5, et parconséquent que les 
a toises = Jlf -f. 5o^',5. C) 



Il ne reste plus qu'à trouver le nombre des toises contenues dans 
une base B exprimiée en unités du module M, ou de la règle n"* i 
rapportée à la température de la glace. Or les parties de M étant 



(^ Le ai floréal an 7^ une commission de sayans fut chargée de faire derechef 
la comparaison de la toise du Pérou avec les quatre règles de platine dont Delambre 
et Méchain s'étaient seryi pour la mesure des bases de Melun et de Perpignan : 
elle reconnut , i®. que ces quatre règles ajoutées bout à bout , forment une longueur 
égale à 8 fois celle de la toise du Pérou, à la température de la*.^ de la division 
centigrade ; a^". que la règles n* i est exactement le double de cette tQise^ à U 
même température. 
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des 200 millièmes de cette longueur , la double toise du Pérou.; 
prise au degré de chaleur 16"* 7 , vaut 



^^^^à.» 



flOOQOQ 



en faisant Af = i. Elle sera donc contenue dans la base B un 
nombre de fois exprimé par 

B ^^_^ ï^ooooooB 

^ , So,a 1999698 ' 

flOOOOO 

C'est à de pareils mojens qu'il faut recourir pour que les résultats 
d'une bonne triangulation puissent jeter du jour sur la véritable 
figure de la terre. 

En i784> pour mesurer la base d'Hounslowheat, des savant 
anglais employèrent avec beaucoup de succès des tubes de verre 
dont la dilation est moindre que celle de l'acier , du fer fondu 
et de toute espèce de cuivre. Les expériences qui furent faites à 
ce sujet firent même connaître qu'une verge massive de verre 
est plus dilatable qu'un tube de même matière. Mais ensuite ces 
savans jugèrent à propos de mesurer une base de vérification avec 
une chaîne d'acier parfaitement bien construite, aussi exacte et 
plus solide que les tubes de Verre. Les deux bases ^ situées à 
60 milles de distance l'une de l'autre, ajant été liées par ua 
réseau de a4 triangles , il ne se trouva que 4 pouces î de diSé* 
rence entre la mesure directe de l'une d'elles et le résultat du 
calcul. Néanmoins, jusqu'à présent, rien n'égale en exactitude 
les opérations géodésiques qui ont servi de fondement à notre 
système métrique. 
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CH APIT RE IX. 



Du calcul des triangles. 



Résolution des triangles sphérlques très-peu courbes. 



68. Jr uiSQUE les bases mesurées et réduites à une même surface 
de niveau y sont ou peuvent être considérées comme des arcs de 
grands cercles de la sphère terrestre , et qu'elles sont liés à la chaîne 
des triangles de manière à en représenter les côtés principaux ^ 
il serait naturel de calculer ces triangles par la voie de la trigo- 
nométrie sphérique ; mais comme leur courbure est peu sensible , 
il est moins laborieux de les traiter de même que les triangles 
rectilignes , en faisant toutefois usage du théorème de Legendre , 
démontré à l'art. Sg. Lorsque les angles observés sont réduits à 
l'horizon de leurs sommets respectifs^ et au centre (57); qu'ils 
sont corrigés de l'excentricité de la limette inférieure (53), et de 
la phase des signaux (62), s'il j a lieu , ces angles sont réellement 
eeux d^s triangles spnériques dont il est question. ' ^*' 

Il résulte de là que la somme des trois angles d*un triangle doit 
excéder deux angles droits , d^une quaiitité qui , en faisant abs^ 
traction de l'erreur^ des .-obseirtations j est * uniquement due à la 
courbure de la terre , et est précisément égale à la. surfi^ce du 
triangle^ réduite en secondes; mais pour calculer les diflTérens ci&tés 
des triangles àp :^x_o)fiQ%x^}x,.ÂJBC ,, BQD^ ^Xç.^.. çn ^ content^ ^Fic.a^ 
en suivant le^éorême cité , de retrancher lortiers^de tout l'eaccès , 
de chacun des trois angles horizontaux affectés de Përreur de l'ob- 
servation^ afin queJUisbmnié des angles restàilàsoifL de 200 grades 
ou de iQo degrés. Cepèiidaut'il seïait bon de- modifier cette loi 

P 
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de répartition dans le cas où la mesure de tel angle mériterait 
plus de confiance que celle de telle autre. 

Voici maintenant le tjpe du calcul. 

Supposons quedansletriangle^^C^dontle côté ^B=:24^oj^^^,28 
est considéré comme la base mesurée et réduite au niveau de la 
mer, on ait pour les angles réduits à Thorizon. 

^= 68'%o3546 
-fi = 6a ,07068 
C = 69 ,89616 



Somme aoo ,ooo3o 

200 , 



^i^^^-mmm 



Excès sur deux angles droits =: . o ,ooo3o 

Désignant par A', £', O ces mêmes angles diminués chacun du 
tiers de cet excès, on trouve 

. ^= 68^,o5556 

JB^.a^.6a ,07058 # 

C s= 69 ,89606 



Somme s=:iao. 

Cela posé , le triangle ABC^ supposé rectUigne ^ se résoudra pas 

la propriété démontrée à Part. i5} on aura donc 

■"■*■■ ■ . ' . • , ■ 

Vax C : AB :: sin B^ : ^C, 
^vtiC % AB wtïsk^'.BG, 

çt par logarithmes 

!C',lofe8inCî=:b,^5o«^ir..''.'^.i-. ^iW^C' o.oSo^Bit 

' i. AB = i,3àfli^a' . ..... '•' :..,«•, 4;38jl.'4;8â 

L.tin 5' = 9,0178747. , ;,' L.un^/ 9,9437811. 



log AC = 4,35o5o4o =s ala4i3-,ao log Bû 4^54io4 « a5736-,i5 
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Dans la pratique , on ne saurait mettre trop d'ordre dans les 
calculs^ et chercher tous les moyens d'àhréger tes opérations : c'est 
dans cette vue que les ingénieurs disposeraient à pourprés, ainsi 
qu'il suit^ les données et les résultats précédens , dans des tableaux 
dont les titres sont imprimés d'avance. . 



NOMS 

des 
Signaux. 



ANGLES HORIZONTAUX 



affectés de 

Ferre ar 

de l'observation. 



G8^^o3346 



6a ,07068 



69 ,89616 



corrigés 

pour les 

calculs. 






200 ,ooo3o 



68<^,o3336 



6a ,07068 
69 ,89606 



aoo ,00000 



LOGARITHMES 

des sinus 
des angles. 



9,943781 1 



919178747 



9,9495189 



CALCUL 

des 
côt^. 



4,38a 1 48a 
o,o5o48ii 
9,942781 1 



4>3754io4 



4,4326293 
9,9178747 



4,35o5o4o 



COTÉS 

en 

mètres. 






25736'", 1 5 



aa4i3 ,ao 



24107 ,28 



Les mètres qui sont sur la même ligne que y4 , expriment la Ion* 
gueur du côté opposé à cet angle , et ainsi des autres. On voit 
bien que le triangle BCD qui forme le second du réseau , et qui 
a pour base le côté BC ^ %e calculerait de la même manière. 

Nous n'avons nullement eu égard à Pexcès spbérique qui se 
trouve renfermé dans les 5% c'est-à-dire dans la différence des 
trois angles j1, B, C , à deux droits j mais il est nécessaire de 
le connaître pour pouvoir apprécier l'erreur de l'observation, et 
pour calculer les distancés à la perpendiculaire et à la méridienne, 
comme on le verra bieuitôt. Afin de donner un exemple du calcul 

de cet excès qui , d'aj^s Tart. 39, eet € = — r > ^ dénotant l'aire 

du triangle spbériqne, p le rayoa de la terre, et li' le nombre de 
secondes contenues dans le rajon , nous supposerons que l'angle C, 
et les deux cdfés a et b sont donnés; savoir. 



loga 
log* 



1310^,289755 

4 ,6859571 
4 ,54546^6 



P3 
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l^Iais arant de soumettre la formule précédente au calcul , sons 

remarquerons que -; est une quantité constante , dans laquelle p 

et R doivent être exprimés ^ les mêmes unités qui ont été cboisies 
pour la mesure des côtés ei des angles des triangles j ainsi pour 
avoir le logarithme de Pex^bs sphérique exprimé en secondes , au 
logarithme de Taire du triangle on ajoutera la quantité 

(log/î— .alogp). 

Si l'on part des anciennes mesures , 

logp=:6^5i4o6oi , logiî' = 5,3 144^51 , 
log /î — a logp = 2j 2863o5. 

Si Ton fait usage des nouvelles mesures , 

logp = 6,8o588oi, log/r=:5,8o588oi, 
log/î — 2logp = 3,1961199. 

Enfin si les côtés du triangle sont exprimés en mètres , et que 
Ton emploie la division du cercle en SGo''^ on aura 

log /î — 2 log p == i,7o6665. 

L'aire du Iriangle proposé, ou a = iaisinC (art. Sg), étant 
calculée pu les logarithmes , on aura , en vertu des données prér 
cédentes , 

log i ou p,o5 = 9,69897 

. log a =: 4>68596 

log A = 4*54547 

log « = 8,91840 
log. constant = 2,19612 

log € = 1,12452 = 1*',52. 

Ainsi le tiers de l'excès, sphérique est 4',44 , et l'angle C corrigé 
sera réduit à C = 120^,289291 , il faudra donc résoudre un triangle 
rectiligne dans lequel on a les deux côtés a et ^ ^ comme ci-dessus^ 
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et Vangle compris C\ Pour cet effet ^ on aura recours à la méthode 
de l*art« 16 

log a = 4^685957 1 /i.tang(^— 50^')= 9^2110910 

C.log b = 5,45653o4 i.cot ^ C = 9,8591844 

"■"^"""~'"" ^ ff ' 

log lang (p =: 0^14^4875 tang = 9,0702754 . 



<P = 60^,260945 Jf—B' 

iC = 6o ,144645 



100 — i (7;= 59 ,855555 -±^ = 59 ,855555 

jf = 47 ,3o555a 
B' = Sa ,405178 

Maintenant le troisième côté c s*obtiendra à Taide de l'équation 

asm C 

log a = 4,6859571 

log sin C = 9,9775601 

C log sin^' = o, 1696975 

loge =4,8352145 î 

et pour preuve de Topération > il ne s'agira que de calculer h\ on 
aura en effet 

loga + C.log sin -/i' =: 4^8556544 

log sin iS' := 9^6878152 

log h = 4,5454696 

ce qui est conforme à Pune des données du problème. H résulte 
donc de ce calcul que les parties du triangle sphérique proposé ^ 
qu'U fallait trouver , sont 

A = 47^505976 

jB = 52 ,4<>^6^^ 
loge ss 4 ,8332145 ou cs=68iio",56. 
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Résolution des triangles rectUignes formés 'par des cordes 

de la sphère terrestre. 

69. Nous avons exposé dans Varticle précédent le principe d'apr&s 
lequel on calcule une suite de triangles faisant partie de la surface 
du globe : cependant quelques géomètres et Delambre notamment , 
réduisent les triangles sphériques aux triangles rectilignes formés 
par les cordes qu'on imaginerait comprises entre les pies des si- 
gnaux projetés I suivant la direction de la pesanteur, sur le pro« 
longement de la surface de la mer. Cette méthode , qui est aussi 
très-rigoureuse, exige d'abord que l'on réduise les angles hori- 
zontaux aux angles des cordes (55), ensuite que l'on corrige les 
trois angles d'un mèole triangle de manière à ce que leur somme 
ne fasse que deux angles droits, et que l*on substitue à la ligne 
géodésique considérée comme base, la distance rectiligne qui 
joint ses extrémités (66). Du reste, le calcul est le même que 
ci-dessus. Comme nous sommes entrés dans assez de détails à ce 
sujet, nous nous bornerons à observer que la longueur des cô- 
tés les plus éloignés de la base mesurée doit être le milieu 
entre tous les résultats qui dériveraient du calcul des différentes 
chaînes de triangles auxquelles ces côtés seraient çonununs. 
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CHAPITRE X. 

Du iraeé et du calcul de la méridienne terrestre y et des 

perpendiculaires à cette méridienne. 

70. JlLk concevant un plan par Paxe de rotation de la ferre ^ et 
par le zénith d'un lieu de sa surface ^ ce plan prolongé jusqu'aux 
hmites de la sphère céleste y y tracera la circonférence d'un grand 
cercle qui sera le méridien de ce lieu. Tous les points de la sur- 
face de la terre qui auront leur zénith sur cette circonférence se- 
ront sous le même méridien céleste et formeront le méridien ter- 
restre correspondant. Vu l'immense grandeur du rayon de la sphère 
étoilée, les verticales de tous ces points peuvent être censés pa- 
rallèles au plan du méridien céleste; on peut donc définir le mé- 
ridien terrestre une courbe formée par la jonction des pies de 
toutes les verticales parallèles au plan du méridien céleste. Cette 
courbe s'écarte de ce plan si la terre est un sphéroïde irrégulier^ 
et alors elle est à double courbure; mais elle est toute entière 
dans ce plan y si la terre est un solide de révolution ; car toutes 
les normales à la surface de ce solide rencontrant l'axe de rota- 
tion y celles qui passent par les points de la courbe génératrice 
sont nécessairement dans le plan de cette courbe^ et parconséquent 
dans celui du méridien céleste. 

Si par le moyen d'une lunette dirigée vers le pôle élevé^ et 
par le procédé indiqué à l'art. 124^ on place au loin vers le nord 
et vers le midi deux signaux dans l'axe optique de cet instrument ^ 
puis si l'on transporte la lunette à l'un de ces signaux^ et qu'on 
la dirige sur le premier lieu de l'observateur pour faire placer 
d'autres signaux de la même manière^ et ainsi de suite, la ligne 
menée par tous ces signaux sera la méridienne terrestre à laquelle 
on donnera autant d'étendue qne le terrain pourra le permettre. 
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Au lieu de tracer efifectivement cette ligue sur la surface de 
la terre , ou emploie uue construction qui fournit le même ré- 
sultat: voici en quoi elle consiste. 

FiG.a4 Soit ABCDE.... une chaîne de triangles, étendue dans le 
sens du méridien, et dont les côtés, calculés par la méthode^de 
de Tart. 68, sont des arcs du sphéroïde terrestre. Supposons que 
Ton connaisse par Tobservation l'azimuth ou l'inclinaison du 
côté AC sur le premier côté AM de la méridienne , et l'on trou- 
vera, par la trigonométrie , le point M où cette courbe rencontre 
le côté BC. Les points A, B, C étant dans un même plan ho- 
rizontal , la ligne AM sera de même dans ce plan ; mais à cause 
de la courbure de la terre , le prolongement MM' de cette ligne 
se trouvera au-dessus du plan du second triangle horizontal BCD : 
si donc, sans changer Vangle CMM', on rabat la ligne MM' sur 
le plan de ce second triangle, en la faisant tourner autour de BC 
conune axe, le point M' décrira un très-petit arc de cercle qui 
pourra être considéré comme une droite perpendiculaire au plan 
BCPi d'où il suit que l'opération se réduit à plier le côté MM\ 
suivant une verticale, et k calculer la distance AM' pour trou- 
ver la position du point M'. En pliant ainsi de proche en proche 
les parties de la méridienne sur les triangles horizontaux corres- 
pondans, on aura, à Taide du calcul, la direction et la longueur 
de cette méridienne , depuis une extrémité de la chaîne des 
triangles jusqu'à l'autre. 

Une ligne tracée ainsi qu'il vient d'être dit, ou déduite des 
mesures trigonométriques, par le mojen que l'on vient d'indiquer, 
^ nomme ligne géodésique : elle a la propriété d'être la plus 
courte que l'on puisse mener entre ses deux extrémités sur la sur- 
face de la terre, et elle y mesure parconséquent la distance iti- 
néraire des lieux. A la rigueur, cette courbe diffère un peu du 
méridien terrestre , et c'est un fait dont il est facile de se rendre 
raison ^ car pour que la ligne que déterminent les opérations géo- 
désiques coïncidât avec le méridien terrestre , il faudrait que les 
verticales des ppints A , M, M', M' fussent parallèles au plan 
du méridien céleste^ c'est-à-dire à celui qui passe par la verticale 
du lieu A et par Taxe du monde j circonstance qui n'a pas lieu 

lorsque 
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lorsque la terre nVst pas un solide de révolution i cependant 
dans Pétat actuel des choses , la différence entre lea deux courbes 
dont il s'agit est si petite qu'il est inutile d'y avoir égard. 

71. Maintenant si on imagine un cercle perpetidiculair^ au 
méridien céleste > et passant par la verticale du lieu de l'obser- 
vateur^ il représentera le premier vertical de ce lieu. La suite 
de tous les points de la surface de la terre ^ qui auront leur zénith 
sur la circonférence de ce cercle, formera la perpendiculaire à la 
méridienne , que l'on tracera absolument comme la méridienne 
elle-même. 

Dans la sphère^ les perpendiculaires à la méridienne sont des 
grands cercles qui se coupent tous ^ sur l'équateur^ en deux points 
diamétralement opposés} mais dans l'ellipsoïde de révolution ^ et 
à plus forte raison dans le sphéroïde irrégulier , ces perpendicu- 
laires concourantes sont des courbes à double courbure. En effets 

soit yt un lieu situé entre le pôle et l'équateur^ et ABB' Fio.aS 

la perpendiculaire à la méridienne PA\ le premier côté AB 
de cette ligne sera dans le plan AMB déterminé par la verticale 
AM et par le côté AB. De même le second côté BB' sera dans 
le plan BISR, BN étant la verticale du point J? : or on verra à 
l'art. 79, que CM>CN , la verticale .BiV sera donc inclinée sur 
le plan AMB) il en sera de même de la ligne BB' qui représente 
le prolongement de AB, plié suivant une droite parallèle kBN. 
On prouverait; pareillement que' B'B' s'icarte du plan BNB', et 
ainsi de suite} donc les quatre points A , B\ B", BT ne sont pas 
dans ui} même plan} donc enfin la perpendiculaire à la méri« 
dienne est hn général une courbe à double courbure» 

Quelle que soit la nature du sphéroïde terrestre^ les parallèles 
,à l'équateur sont des courbes dont tous les points sont à la même 
latitude •: sur le sphéroïde de révolution^ ces x^oyrbes sont planes 
ei circulaires. 

7a. La situation d'un lieu est déterminée > lorsque Poii ôon- 
-naît la perpendiculaire à la m^idienne> ou le parallèle sui^ lequel 
il se trouve, et sa position sur cette perpcndidulairé 6ù ce paral- 
lèle. Lors donc que tous les triangles qui forment le çaaeirais d'Une 
Mx\» géographique ont été calcidés et orientés «l'Aprèy lee inrin* 

Q 
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cipes exposés précédemment, on obtient les positions respectives 
des sommets de leurs angles, par le moyen de leurs coordonnées 
ou de leurs distaaces à la méridienne et à la perpendiculaire do 
lieu principal. Voici comment on calcule ces distances. 

9iG.a4 Supposons que les triangles ABC, BCD.... fassent partie 
d'une chaîne quelcon^fue d'autres triangles dont les côtés soient 
des arcs de grands cercles d'une sphère ayant pour rayon la 
distance du niveau de la mer au centre de la terre (66), et que 
Ton coxmaisse par Tobservation Tangle CAX qui mesure Pazi- 
muth z du côté yiC , ou son inclinaison par rapport à la méridienne 
AX'^ on calculera par la méthode de Part. 68 l'excès sphé- 
rique € propre au triangle rectangle AcC, et Ton établira ensuite 
ces deux proportions pour trouver Ac, Ce, 

sîn(ioo^— .js) : cos(z— fs) :: -^C: -^^=0? 
sinCioo*'— ;|6): sin(z— j6)::-^C: Cc==^, 

L'azîmuth de AS est connu immédiatement à cause de 
BAX^=iCAB ^^ CAX, et si on calcule Texcès sphérique propre 
au triangle ABM\ on aura 

AM'B s= aooT — . M'AB — ABM' -f- u 

Pour déterminer les côtés AM' , BM', il faudra ôter de cha- 
cun des angles du triangle ABM' le tiers de €, (^ l'on aura ces 
deux proportions, 

sînCaoo^'— ^ — JB4-|£):sin(5— .je) :: AB\ AM' 
sin(!ioo '^A^B^\i)^%m\A—\i)v.AB\BM', 

en désignant respectivement par A, B\e$ angles M'AB, ABM\ 

On connaîtra donc dans chacun des triangles rectangles AbB, 
M'dD, deux angles et l'hypothénuse, c'est-à-dire tout ce qu'il 
iaut ponr déterminer les côtés Ab^ bB , et M^d, dD. Donc les 
distances d^s points J3, Z> à la méridienne et à la perpendicu- 
laire seront cotmueSt 

Traitant de la même manière le triangle ACN ou M'DN , 
l)our avoir AN et DN, prolongement de CD, et ensuite le triangto 
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DNFf pour connaître le côté NF ei les angles DNF^ DFN^ il 
sera facile de calculer les coordonnées du point F. • 

La distance /F et les angles JDiFZV^iV^iy étant connus, on 
aura 

fFP = !ioo — EFD — . DFN^ NF/y 

car tous les angles horizontaux autour d'un même point de sta- 
tion valent quatre angles droits : ainsi dans le triangle rectangle 
fFP on connaîtra deux angles et un côté , on pourra donc cal- 
culer Pexcès sphérique qui lui convient, l'angle FPfti les côtés 
fP , FP. Résolvant ensuite le triangle rectangle eEP , on aura 
de même la position du point F à l'égard de la méridienne AX 
et de sa perpendiculaire AY^ c'est«à-dire les distances Ee , 
Aez=iAP'-^eP* Il est nécessaire , avant tout, de figurer, d'après 
Téchelle , la chaîne des triangles observés , afin de voir si ceux 
tels que ACN, M'EP, etc. que l'on forme pour faciliter le cal- 
cul des distances à la perpendiculaire et à la méridienne, n'ont 
pas des angles trop obtus ou trop aigus. 

Telle est en peu de mots la méthode de calcul que l'on doit 
suivre lorsque l'on a principalement en vue de trouver la lon- 
gueur de la méridienne comprise entre deux points tels que A 
et X. On voit que l'on détermine en même temps les azimuths 
d'un grand nombre de côtés de la chaîne; on peut donc vérifier 
si les azimuths conclus de la série des triangles s'accordent avec 
ceux qui résultent de l'observation. 

73. Les géographes emploient pour calculer les distances à la 
méridienne et à la perpendiculaire, un procédé un peu plus com- 
mode et qu'il importe de faire connaître, malgré qu'il ne soit 
pas aussi rigoureux que le précédent. Ils mènent par tous les som- 
mets des triangles des parallèles à la méridienne et à la perpen- 
diculaire ; par ce mojen , les côtés de ces triangles deviennent les 
hjpothénuses des triangles rectangles qu'ils calculent en partant 
de l'azimuth connu et sans tenir compte de l'excès sphérique , 
parcequ'ils considèrent tous les triangles de la chaîne comme dé- 
crits sur une surface plane. Par exemple, la résolution des 
triangles rectangles APM, APM' donnera les coordonnées :rj,FiG.s6 
my des points M, M'. La résolution du triangle M'M'b fera de 
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même connaître les distancet bM', bM', et comme les coordon- 
liées du point M' sont a^y, on aura 

arz=iAP^bM% y:=P'M'^bM\ 

Pareillement, lorsque Ton aura calculé les distances dM', dM'f 
on aura 

or^^AP'^dM', y :=z P'M' + dM^ , 

et ainsi du reste. 

Cest de cette manière que les distances des lieux de la France , 
à la méridienne et à la perpendiculaire, qui passe par TObserva- 
toire de Paris, ont été calculées par Cassini. Nous ne nous ar« 
raterons pas à montrer comment on détermine les angles aigus 

des triangles rectangles M^bM^, M'dM^ parceque cette 

opération ne présente aucune difficulté; mais nous observerons 
que lorsque l'on enregistre les distances à la méridienne et à la 
perpendiculaire, il importe d'indiquer le sens dans lequel elles 
doivent être prises; et à* cet égard on peut adopter la conven- 
tion établie dans la théorie des courbes, relativement aux signes. 

Nous verrons dans le chapitre XII une méthode qui remplit 
le même objet que la précédente, et qui dispense de construire une 
figure. 
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CHAPITRE XL 

Recherche des formules -pour exprùner en fonction de la 
latitude , différentes parties du méridien de la terre 
supposée une ellipsoïde de résolution y et applications de 
ces formules. 

74- iSoiT CE le rayon de réquatcur, et Pie pôle. Si parFiG.d7 
le point A on mène la tangente AT k l'arc elliptique BAJE , 
la droite AM, perpendiculaire sur y^T sera la normale en ce points 
et l'angle ALTz=:FAT sera la latitude du point A. 

L'équation à l'ellipse est ay^ + b^x^ = a^b* j et pour le point A, 
dont les coordonnées sont x'^ y^ on aura 

Au même point A , l'équation de la normale AL est 

et si l'on j fait y ss o ^ on aura l'abscisse CL , on 

de là il est aisé de conclure que la normale ALzs:n a pour 
râleur 

Soit ALF;ssiL'y on aura yss/zsinXr^ et parconséquent 
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y=5[A«+2l^y]8in-Zj 

d'où l'on tire 
delà 



72==— I— — -; — 8in' 



'^]"' W 



Sij dans ce résultat^ Ton fait pour abréger a=:i et- = 6' ^ 

a*— i* 

on aura — ;; — =^ # ou i — 3'*= ^, ^ désignant Pexcentricité > 
ainsi 

;i = (i— i?Or— ^«în'.Zl"^= '~^ , (3) 

et Péquation (i) deviendra 

AF=y = ^^=^^i^ (4) 

Dans Ut même hypothèse , l'équation de l'ellipse se change 
en 

donc au mojen de l'équation précédente, 

CF = a;' = £2!£__. (5) 

telle est la valeur du rayon du parallèle à la latitude L. 

Par la même raison ^ la valeur de CL, trouvée plus haut ^ té 
cbaoge en 

CL = e^af ; 

mois af est donnée par Téquation (5) , dono 

CL = ^^'^ (6) 

Toutes les valeurs que nous venons d'obtenir sont relatives au 
grand axe de l'ellipse pris pour la ligne des ^j et si TclUpse 
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était rapportée à son petit axe, la méthode de calcul précédente 
conduirait de même aux valeurs des lignes AM, CM^ etc. Pour 
le prouver > soit 



réquation de l'ellipse ^ dont le petit axe CP représente maintenant 
la ligne des x. Si Ton fait la normale AM=i n', on aura visi- 
blement pour le point A , 

y^ = »'• cos*X î 

mais si dans Téqnation (ri) on change a en 6^ et vice versa f 
et sinus en cosinus^ on aura 

:/fJlf=«';=|[i-(^)co»'xJ ; 

et puisque l'on b, b:=V lorsque a;=: j^ il s'ensuit que 

»'= î r= î ; (7) 

D*un autre côté, ^* = tz'* cos* Z j donc 

^ cos*Z 

et comme Téquation actuelle de Tellipse donne y^ = ^^^ ^ , 
on aura en égalant ces deux valeurs , 

De plus, nous avons trouvé précédemment que C£=-3-:r^j 
ainsi, dans le cas présent, nous aurons 

Substituant pour x sa valeur tirée de l'équation précédente^ 
nous obtiendrons 
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CMz=z ~^»^^ , =— g'/^^sinX (8) 

Quant à la valeur de AC, elle est évidemment représentée 

par V^or'+^î ainsi, soit que Ton fasse usage des valeurs ci- 
dessus de a^, ^% soit que Ton ait recours aux équations (4) et 
(5), on aura 

■^O^r=\j-tS^=^^-j fo) 

Cette dernière formule est susceptible de prendre mie forme plus 
simple, et voici comment : 

Si on imagine une sphère circonscrite à Pellipsoïde , laquelle 
ait pour rajon celui de Péquateur, Tangle CaE=^FaTz=\ sera 
la latitude du point a dans la sphère *, or les points a et ^ ont 
la même abscisse CF'y donc, si Ton fait AF=^f et aF=y, 
les équations du cercle et de Pellipse seront respectivement 

d'oii Von tire, en éliminant a*. 

Mais aF est le sinus de ^ , puisque aCz=i i \ dono 

de là l'équation (9) devient 

;^C= (i — <?*sin*xy (10) 

Maintenant pour trouver la valeur de X on divisera Tune par 
Pautre les équations des deux courbes précédentes, et l'on aura 



4»= A-} 



,;y L 



^mais la seule inspection de la figare 37 fait voir que' j^p=^—^. 

et 
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et que ^=5;^> parconséquent 

y tangZ* 

n résulte donc des deux valeurs de ^ , que 

tang Xz=zU tang L ; 

or si B est un angle tel quecos^=3', on a i — 3=i— <5os-5=:2sîn*5£?, 
tangA=cos-Btangi, et 2cos*^iî=3 — 2sin*^5=:x-|-ô', donc 

et Pon obtient sur-le-champ , en faisant usage de la formule de 
Tart. 54, 

1:— A=tang*i-ffsin2/: — ^tang*i-ffsin4£+|tang«|-5sin6/:etc.i 

donc 

Delambre rend cette série très-convergente, en j introduisant 
le rapport des axes de l'ellipse: soient, par exemple , /ti et /z les 

.deux nombres qui expriment ce rapport > on aura b'z=:^^ et 

i^^y m— it 1 

car ordinairement on prend pour m et n deux nombres qui ne 
diffèrent que de Tunité^ donc 

Nous verrons bientôt que m =354, et w = 555j ainsi le pre- 
mier terme de cette expression peut suffire. 

Four parvenir à l'expression du rajon de courbure du méridien; 
on se rappellera que cerajon, dans toutes les courbes du second 
ordre ^ est égal au cube de la normale n, divisé par le quart 

R 
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du quarrédu paramètre;; (Calcul différent, de Lacroix, pag. 120); 
ainsi en désignant par JR le rajon de la développée pour la lati- 
tude L, on aura 

ils — ^^ ^-^ — • 



■ ,%% 



iP* iP 



mais J;7*=:-=(i — ^»)»î donc 



a* 

i? = ( I — e» ) ( I — ^ sin^i )" • (12) 

Si on voulait donner à cette expression une forme dépendante 
de raplatissement ou de Tellipticité de la terre , c'est-à-dire , 
de la différence cl des demi-axes; celui de l'équateur étant tou- 
jours pris pour Tunité, soit d*abord 



on aura à cause de i— &'•=«* et de 3=i— *, 

^=1 — ( I — clY z=i2A — a*: 
de là 

ll = (i— 2A+a»){i— .(3* — a*)«n*^}"^ 

développant la puissance négative indiquée , et rejetant les puis- 
aances secondes et ultérieures de a^ on aura à fort peu-près^ 

1? = 1 — et (a — 5 sin-X). {12') 

Passons maintenant à la rectification d*un arc du méridien , 
et pour cet effet désignons par S cet arc compris entre Téqua- 
teur et le point dont la latitude ^=^L} sa différentielle sera 

dS =:^dx'-^dy-=:dx' [/^ '^^r , (Cale. dif. X. C. p.2Z8.) 
et il est clair qu'à cause de :i/ = r (équat. 5), on aura 

, / f d.cosL \ cosLd.(i — ^à n^L) ) 

ax — / ' — ï ; — l j 

mais quand a! augmente ^ L diminue j donc 



LIVRE III. ,3 



djd ssi'^dLiin 



\ (i — c*8in*L)» ( i — e*aia»L)7y 



(i — e^jainUZ 
(i — e*sin*Z,)» 

Mettant dans l'expression de dS, au lieu de x' etdedx'j leurs 
valeurs précédentes^ et réduisant^ on aura 

//•S = (i — e*) (i — ^•sin^ip. dLi 

puis développant par la formule du binôme U puissance indiquée^ 
il viendra 

7^={^+l^•8in•X + l4l?*sin<7W-^^|^'3in•X+..}^i3 

ensuite changeant les puissances des sipus en cosinus d'arcs mul- 
tiples (Cale. di£f. L. C, n* 199), on trouvera 

1 — e* l • a i.a* ' a. 4 i.a.fl^ ' a. 4. 6 i.a.a.a^ ' J 
la a a. 4 a^ ' a. 4. 6 i.a.a* J 

OU bien pour abréger; 

' — -^ = mdL — /ïrfX cos aZf + pdZ co«4^ — çdL cos6Z j 
enfin intégrant , on aura 

— ^=sriii3C-~i»sinaX + ijt^sin4Z'— ey^ij»^^+ •O^) 

Ici l'intégrab est complète , jparceque l'arc S s'évapouissant^ , en 
même temps que L, là constante est nécéssairetnent nulle. 

U est évident que pouc un Autre ace S tem^né k la l^'^ 
tude X\ on a de même 
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\—e 



parconséquent Tare S^^S" compris entre les deux latitudes L et L^ 
sera donné par Téquation 



Si Q désigne le quart du méridien j on a jL=ioo^'> et l'équa- 
tion (i 5) donne sur-le-cbamp 



1— «^ ^ 

alors en divisant celle-ci membre à membre par la précédente, 
on trouve 



Q ioo<^ 



iim fU, lit 



mais en se bornant aux termes e* , 

a m ia8 * 

donc 



1 1 



Pour emplo/er cette formule qui. donne Q . en mêmes mesures 
que Tare ^t-S", et dans laquelle les deux Wmes de la fraction 

j^ZTJ] doivent être de même espèce, il fauÀrîi réduire L — L' en 
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parties du rayon^ etparconsëquent substituer i^r, oin ,570796326795, 
a 100^% Tt désignant comme à l'ordinaire le rapport de la cir- 
conférence au diamètre. 

Lorsque i+X'5=ioo^, on a cos(Zi+Z')=o, et sans erreur 
sensible^ 

c'est-à-dire, alors, que la valeur du quart du méridien est indé- 
pendante de Taplatissement , et que le grade dont le milieu ré- 
pond au 50'^"' est assez exactement la centième partie du quart 
du méridien elliptique. 

Dans la même circonstance, Péquation (14) donne 

5 — y =;= ( I — £?•) m(Z:-.X') : 
ainsi 

Ç = 772(1 — <?*)|'7r. 

Eliminant 77z, on a enfin, le rayon de Téquateur étant toujours 
représenté par Punité, 

Q=i*(,-|e«-/çe*-.î|gc«) (16) 

c'est ce que donne d'ailleurs immédiatement la formule (i5)>en 
y faisant comme ci-dessus X = ioo^\ 

75. Afin de pouvoir faire usage de toutes les formules précé- 
dentes, il est nécessaire de déterminer d'avance Télément qu'elles 
renferment ; cet élément est Texcentricité e ou l'applatissement a. 
De plus, ces formules étant relatives à l'ellipse dont le grand axe=i, 
il est évident qu'il faudra les multiplier par le rayon de Téqua- 
teur donné en mesures connues, comme en mètres , etc.... 
lorsqu'on voudra les rapporter au méridien terrestre. Occupons- 
nous d'abord de la recherche de l'aplatissement. 

Soient g , g^ les longueurs mesurées de deux grades, L^l! les 
angles que font avec ,1e grand axe les normales passant par les 
milieux de g, ^y^^^ la 4emi-circonférence d*un cercle dont le 
rayon =1 , et enfin R, R les rayons de courbure des arcs^, g' -y 
on aura par la formule (la'), et en reniéttant en évidence le rayon 
de l'équateur 
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iî = a(i— a(2— 5 sin*X )) 

La •demi-circonférence dont R est le rajon est égale à icR , 
et elle intercepte rioo^^ parconséquent 

2j? «/ Z^ 

Substituant pour R et R' leurs valeurs précédentes, et divisant 
membre à membre, on aura 

g i — «t(a — 3sm'Z/) ' 

effectuant réellement la division et négligeant les termes en a* , 
on obtiendra 



^= I — 5a (sîn*X— 8in*X')î 

6 

d'où Ton tire 



8-lL 



0?) 



Si^ comme l'ont fait les savans qui furent chargés de la déter« 
mination du mètre , on prend le grade mesuré à Péquateur par 
Bouguer , et celui de France mesuré par Delambre et Méchain , 
on aura 

^ss;5i077',70i £=so} ^s=3 5i5i6',58î Z'=:5i^',35a7, 

la toise en fer du Pérou étant prise à la température de i6'f du 
thermon^tre centigrade} ainsi la valeur précédente de a sera ré- 
duite à 

partant 

* "^ 5.5i077,7X o^Saogaï"" 52^ w* 



(*) Quelques géomètres prennent le petit axe pour l'unité de métiire, et dan» 
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L'éqiialîon (X===^-7^7doDne5''==:5'(iH^3(Xsin*i^ or si Ton j 
fait V^=S(^' , on aura sin*i'^=f -, donc à très-peu-près 

^^ = 5i5o7',4o. 

Telle est la valeur du grade mojen mesuré en France* Cet 
arc, multiplié par loo, donne pour la longueur du quart du mé- 
ridien 5i3o74o'j et le mèfre étant la dix-millionième partie de 
cette longueur, sa valeur = o',5 1 50740 = 5^'"'' ix^^^/5. 

L'équation qui vient de nous fournir la valeur de ^^ met en 
évidence ces propriétés remarquables, savoir, i*. que les accrois- 
semens des degrés des méridiens, depuis Péquateur jusqu'aux 
pôles, sont à très-peu-près proportionnels aux quarrés des sinus 
des latitudes^ 2"". que ces degrés seraient égaux si l'aplatisse- 
ment était nul, ou, ce qui est de mêqie, si les méridiens étaient 
des cercles. 

La connaissance de l'aplatissement mène nécessairement à 
celle du quarré de l'excentricité j car puisque le rajon de la terre 

au pôle est au rajon de Téquateur :: i — ^ : i , ou :: 337 : i J il 

333 
s'ensuit que U :=:^2} ^^^^ d'après ce qui précède, i— Z>'*=5^5 

donc 

** = ' - (S) = (S^ =o,oo5979o58 , 

quantité qui a pour logarithme 7,776652g* 

Il est facile en outre de connaître la longueur du rajon de Té- 
quateur et de celui du pôlej car des valeurs ci-dessus de Hou 
1 TV h 333 

de R on tirerait celle de a, et ensuite à cause d®-=S7 1 on 

333(z 

aurait i^^ss^jj mais ai dans Péqnation (i4) on remet en évidence 



cette hypothèse a= 6 ( 1 + «') : au surplus il est visible que si * = i cit l'aplatis- 
sèment comparé au grand axe, «^=s . ^^ sera l'aplatissement rapportéaa petit axe. 
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le rayon a , et que Ton y fasse Q = looooooo mètres ^ on tirera J 
en se bornant dans le développement aux termes ^% 

et puisque ^snst— a% il s'ensuit que le rajon de Téquateur 
exprimé en mètres^ ou 

looooooo / , 1 f 3 . , 1 A 



^^ÎFO+;«+^«-+è«') 



or A==^î Jonc 

log a = 6^8o455o5 j a = ôSySySy" , 
ou bien en toises > 

log a =; 6^5i47io5 , a = Snyi^nG'. 

D*un autre côté^ i>=a(i— a)j ainsi on aura pour le demi- 
petit axe exprimé en mètres, 

^ loooûooo / 1 5 5 A , 

et par suite 

log b = 6,8o5aa83 , b = 6556649% 
ou en toises , 

log i = 6,5i 54o85i , ô = 326i45a'^^ 

Nous rapportons ces valeurs , parcequ*elles sont employées très- 
souvent dans les calculs géodésiques. 

76. Nous avons fait dépendre ci-dessus la valeur du grade moyen 
de la longueur du grade mesuré à Péquateur; mais Ton conçoit 
qu'il est plus naturel et surtout plus exact de la déduire de 1/arc 
dont le milieu répond à très-peu-près à la latitude de 5o^, et dont 
on a observé les latitudes des points extrêmes *, ainsi Téquation (14) 
donne , en négligeant les puissances supérieures à ^% et mettant 
ax au lieu de e*> art. 74, 

-S — y = (/,—£') — fflt «in (£ — Z')cos(X+XO 

Dans 



i37 
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Dans celte formule > L — i'= étant exprimé en gracies > il 



aoo 



faudra^ pour l'homogénéité , multiplier par — le terme en a: de 

plus, )>our avoir S^^S' en mêmes mesures que le grade mojen^', 
il sera nécessaire de multiplier le second membre par ^-^ on 
aura donc S-^Si, ou simplement 

'^=^'(£-/y)-l«^'.?^8in(i:-x')co8(ZH-ii'); W 

d'où l'on tirera sur-le-champ la valeur de ^. 

Il a été mesuré en France quatre arcs consécutifs du méridien, 
dont les valeurs étant substituées dans Téquation (a), fourniront 
quatre équations entre les inconnues g' et «• Si donc la terre 
était réellement un sphéroïde de révolution, que les erreurs des 
observations fussent insensibles, ainsi que les anomalies dans les la- 
titudes, produites sans doute par des attractions locales qui changent 
la direction de la verticale -, ces équations, combinées deux à deux, 
donneraient exactement les mêmes valeurs pour g^ et ot j mais le 
défaut d'identité de ces valeurs donne lieu à penser que c'est à 
de telles anomalies que l'on doit attribuer les inégalités qui existent 
dans la longueur des grades mesurés à la même latitude, et 
quelquefois aussi dans les azimuths* 

Voici les principaux résultats de l'opération exécutée par Delambre 
%l Méchain. 



Lieu 
derobsènration. 



3a latitude. 



Dunkerque ^^^>1^^^^ 

Panthéon, à Paris. 54 >a746i4 

Eyaux 5i ^o^xé^ 

ICarcassone 4^ ,016790 

Montjouy 4^ ^gSSaSt 



Arcs, compris A ^ 
exprimés en module? 



DP 62472,59. 
PE 76145,74. 

£:c 844«4,55. 

Cilf 50749,48. 



h^V 



2«',43a53o 
^965200 

3 ,292624 
2 ,o585o9 



L^V 



\ 



110^,981558 

io5 ,584028 

99 ,326204 

93 ,975071 



Pour déterminer l'ellipse qui satisfait le mieux à ces mesures , 
nous imiterons le calcul que Legendre vient de publier à ce sujet 

S 
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dans un ouvrage ajant pour titre : Nout^elle méthode pour la 
détermination des orbites des comètes. Ce célèbre géomètre ob- 
serve que Ton diminuera autaint que possible Hnftuence des er- 
reurs commises dans les mesures des arcs entiers, ou dans une 
série quelconque d'observations, en rendant minimum la sonunc 
des quarrés de ces erreurs» 

Sî, par exemple, on a le sjstèmte d'équations 

E :=za ^ bx ^ cy ^^fz +. . . . . ^ 
£'= a' + Vx 4- dy +f"z+ 



dans lesquelles abc, elVd... sont des cœfiiciens connus, et 
xyz.,. sont des inccmnues qu'il faut déterminer par la condi- 
tion que les valeurs de J£, JS'. * . se réduisent à une quantité ou 
nulle, ou très-petite, on aura pour la somme des quarrés des 
erreurs , 

{a -i^bx +cy -^fz H- )* 



+etc 



• « • • • m 



€f le minimum de cette expression, pris d'abord par rapport à 
;r seule, sera, (Calcul difi. L. C, n* i55), 

o s= 2a6 4- x:ib^ +y^bc + iS.bf-^ etc. ; 

«n représentant, pour abréger, par Za3 la somme des produits 
semblables a^+o'y-f-. • . , par 26* la somme des<iuarrés6H-6'*+— 
et ainsi de suite« 

Le minimum , pris en fiûsant varier y , sera de même , 
o = lac + xlLbc +72c" -f- ^fc H- etc. 
puis en faisant varier z, on aura 

o = 20/"+ x:LbJ +y:^cf+ z2/* + etc. 
Il suit de 1& que pour former Péçuation du minimum par rap- 
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port h Vune de^ inconnues y il faut multiplier toui tes termes 
de chaque équation proposée par le coefficient de l* inconnue dans^ 
cette équation , pris avec son signe ^ et égaler à zéro la somme 
de tous ces produits. 

Par cette méthode^ qui tton^seulement est exaoteet générale^ 
mais encore d'une application facile, on obtient autant d'équa* 
tions du minimum qu'il j a d'inconnues , et il ne s'agit ensuite 
que de résoudre ces équations par les voies ordinaires. 

Cela posé, comme le So^ grade est d'environ 3565o modules, 

égaux chacun à deux toises (art. 7,5) > on peut faire p= 'JTg > 

jS étant ime très-petite fraction; et pour lors Téquation (a) qui 
donne 

i— £'=:^+-(* — sin(Z;— £Ocos(X + i') 
deviendra 

Maintenant, appelant Ef E^... les correc^tions additives aux 
latitudes de Dunkerque, du Panthéon, etc.. . on aura £r+i5— -?>—£'. 
au lieu de L—tJJy etc« et alors 

o/)o3a5i -f- (^55) /S — (o,6a6>« 
eioo5445 -f- (^,963) iS — (f^,369)a 

— 0,001319 + (5,291) j8 + (o,o5a}« 

— 0,001999 + (2,o56)/3 4- (o,:292)a. 

Afin de pouvoir considérer ces erreurs sépurément^ on tegar^ 
déra comme une nouvelle inconnue l'erreur JS*, par exemple, et 
l'on aura 

E =f + o,oo6e95-f(5,4jo4)j8— (1,016)* 
£'=£• + 0,005445 + (a,969)/3 — (0,589)* 

£*s=:jS*4.o,«»îaigi — (S,agi)i8— .(d,o5!ï)« 

^'s= Jï'-f- e>0(y5»<8 -^(5,548)/8 — («,544)*. 

S % 



E ~ 


-£' 


E- 


-If 


£*- 


-E' 


£•- 


-£'» 
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Appliquant le principe des moindres quarrés , énoncé précé- 
demment, et exprimant d'abord la condition du minimum, par 
rapport à l'inconnue £^, dont tous lescoefficiens sont i ^ on aura 
par l'addition de toutes ces équations, 

o = 5£' + 0,014575 — (o,266)i8 — (i,8oi) A-, 

donc 

£* = — 0^00:2915 + ( o,o53) /3 + (o,36o) cl. 

La substitution de cette valeur dans les cinq équations ci- des- 
sus conduit à 

E = 0,005780 + (5,457)i8 — (0,655) a 

JE" = 0,000538 + (5,022 ) j8 — ( 0,029) CL 

JS' = — 0,002915+ (o,o55)i8 + (o,36o) a } (Jb). 

Xr =—0,001696 — (5,258) jS + (o,5o8) a 

JE»^= o,ooo5o5 — (5,295) i8 4- (0,016) a 

On exprimera la condition du minimum par rapport à jS , en 
multipliant chacune de ces équations par le coefficient de /S dans 
ces mêmes équations , pris avec son signe, et en égalant à zéro 
la somme de tous ces produits. Si Ton opère de la même manière 
par rapport à a, l'on aura les deux relations 



o = 0,025957 + (77,458) /3 — (4,7^9>* $ 
= — 0,004060 — ( 4/7^9) /3+(o,655)(t^ 

d'où Ton tire 

a =: 0,00675 , j8 5= 0,0000775 j 

donc Taplatissement 

1 

et le 5o® grade 

■ 

Enfin substituant dans les équations (Jb) les valeurs de ot et/3, on 
aura pour les erreurs exprimées en secondes décimales , 

£=_Vi»3, £^ = ^,63, £* = _4Vg, £^=i%34, JF-=o/o5. 



LIVRE III. ,41 

L'aplatissement détermiDé par le concours de ces erreurs est 
beaucoup plus grand que celui qui résulte des phénomènes de la 
pesanteur^ de la précession et de la nutation; car suivant ces phé- 
nomènes, cet aplatissement est seulement de^^, et c'est pour 
cette raison que Ton a préféré de le déduire de la longueur des 
arcs mesurés en France et à l'équateur. 

Si dans les équations (3) on fait flt=^^-, et que l'on cherche, 
comme on vient de l'enseigner^ l'équation An minimum , on ob« 
tiendra une résultante qui fournira une nouvelle valeur de /3, et poui: 
lors le 5o^ grade, qui est une fonction de cette valeur, s'accor- 
dera suffisamment avec la détermination adoptée, (art. yS)-, mais 
il résultera de là que les valeurs de E, Ef, JE^,... s'écarteront 
davantage des limites probables des erreurs des observations. 
( Consultez à cet égard le Mémoire cité de Legendre , et la 
Mécanique Céleste, tome II, page i4o.) 

77. Il peut être utile de connaître la nature de la courbe for- 
mée sur le sphéroïde par un plan perpendiculaire à celui du mé- 
ridien : cette recherche exige d'abord que l'on ait l'équatioalde 
la surface du sphéroïde de révolution : en rapportant ensuite cette 
surface à des coordonnées prises dans le plan coupant, on par- 
viendra à une équation entre deux indéterminées seulement, et 
Ton aura ainsi Téquation de la courbe cherchée (4i)« 

Pour trouver l'équation du sphéroïde engendré par la révolu- 
tion d'une ellipse autour de son petit axe , il faut considérer que 
la courbe génératrice étant plane y ses équations seront 

z s=o ) 
on aura en outre 

y^^^ \ (B) 

• » • * ■ ■ * 

j^=<r étant Véquation d'un plan perpendiculaire à l'axe de ro- 
tation ab'y et la dernière, celle d'une sphère dont le centre est 
à l'origine des coordonnées. (Feuilles d'analyse de Monge, n'^G), 

Ces quatre équations doivent avoir lieu en même temps, pour 
que la surface proposée soit de révolution* Si donc on élimine 
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x^y, Zf on aura 

tt en substituant pour / ^t/(^) leurs valeurs (B), la surface 
du sphéroïde de révolution aura pour équation 

Maintenant si yiM est la trace du plan coupant sur eelui du 
n^éridien , pris pour le plan des xy, et que ces deux plans soient 
perpendicuhtires entr^euic, il fimdra, dans les équations relatives 
à la transformation des axes (art. 4^), faire 0=1, et Ton aura 
pour tous les points dn plan coupait 



xxsm*^s^con^ 

i ces- Tatonvs dttis f éqmtiaa (< 
•mptniK 



iy» + («*«iâ»^ + frcoé»»>x^* + am5*cd5^-a^=:(ci^— m*)i». (Z>) 



(^ Sr dafts cette équation l'on Introduisait raplatksement m du qdiéroide de 
réyolution , elle dë^ienbaie^ à canie dtf Aasa (i i— ce) , 

ou en développant et négligeant les pldMta^es de «^ et faisant de plus a:=^i, pour 
simplifier , on aura 

Cela posé , si la terre n'est pas un sphéroïde de révolution ^ Téquation de sa surface 
pourra dû aieins être repréêMtée pttr céDe^i i 

dans laquelle «e sera un très^-petit coeflioent, et u' une fonction de x> ^^ 2 pour 
plus de généralité. C'est sons cette fonne que Tauteiir de la Mécanique Céleste 
oonsiâère Téquation de la surface de la terre. 
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équation à Tellipse ; et qui est celle de ^intersection cherchée. 

Cette équation serait celle du cercle ^ si les coefficiens de ;c^* 
et y* étaient égaux ^ c'est-à-dire, si 

i» = a* sin* ç + i* cos* ^. 

On satisfera à cette condition en faisant 9 = 0; car, dans ce cas, 
sin ç = o et cos ç = i • La courbe d'intersection est donc un cercle , 
lorsque le plan coupant est parallèle au grand axe 2a du sphé- 
roïde de révolution. 

Si Ton voulait que la trace AM du plan coupant coïncidât aveCpiQ,.,^ 
la normale correspondante à la latitude L, on ferait (pz=zL,et 

m=:CLt= ■• — ^^^ — , (art. 74, équat. 6. > 

L'équation O, dans laquelle on fera d'ailleurs a=j, et £*asi— ^% 
deyiendra donc, au mojen de ces valeurs, 

J" H-^ :i — ^a?*H r^ =1 — . . ^r . 

^ 1-e* ^(i_e*8iii*i)^ i^é^^^L 

Four avoir les points où la courbe d'iutersectîoia coupe Taxe 
des :r, on fera ^;s=:o, alors 






= 0. 



Si Ton désigne par x/c^ les deux racines de cette équation ; 

on aura 

i— «• 






La première racine est Pexpression mAme de la normale obtenue 
plus haut, et la seconde racine est la valeur de la normale 
opposée. 

Lorsque L=i^j on a évidemment 



/(i— ^•) = ^', et j:,:5= — v^(i--0 = — ^'- 
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31 ne faut pas confondre la courbe d Intersection actuelle avec 
la ligne géôdésique qui, entre le pôle et Téquateur, serait per- 
pendiculaire au méridien terrestre^ car celle-ci est essentielle- 
ment à double courbure dans le sphéroïde (art« 71). Cependant 
ces deux courbes différeront d'autant moins l'une de Tautre^que 
Tâplatissement de la terre sera plus petit. 

En mesurant, dans la plus grande largeur de la France, un 
arc de la perpendiculaire à la méridienne de PObservatoire de 
Paris, avec la précision qui caractérise la dernière mesure de 
l'arc du méridien, compris entre Dunkerque et les îles Baléares , 
on aurait des données plus certaines sur la nature et les dimen- 
sions du sphéroïde osculateur à la surface de la terre, au point 
où la perpendiculaire coupe la méridienne. Cette opération y qui 
forme depuis long-temps Pobjet des vœux des savans, a déjà été 
commencée par M. Henrj, astronome du dépôt général de la 
guerre , et il faut espérer que Ton ne tardera pas à en connaître 
les résultats. 

78. Nous pourrion3 déduire de la théorie précédente d'autres 
conséquences non moins remarquables ; mais il nous sera plus 
utile par la suite de conqaîtrç la longueur d'un arc S exprimé en 
grades, et faisant partie d'un parallèle quelconque. Si donc on 
reprend la valeur de CF =; j/ désignée sous le n* 5 , la circon- 
férence de ce parallèle à la latitude de L sera aicjf , et Tare S 
exprimé en gracies, égalera 

remplaçant j/ par sa valeur citée , et multipliant par le rajon a 
de réqu^ieur exprimé en mètres (jS) , on aura par la longueur de 
l'arc S, exprimée en mêmes mesures. 



400 ( I -^e*|iii*Xr)* 



La table III, qui sert à convertir les grades de longitude et 
de latitude en mètres, renferme le logarithme du facteur 






xoo ^ : TTT-i^P^ 



h . 



ou 
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dn j prends par exemple^ ce logarithme auquel on ajoute celui 
de S cos L , et la somme exprime le logarithme de l'arc S en 
mètres. Cette table a été calculée au dépôt général die la guerre^ 
et est insérée dans une instruction que le gé;iér,al Sanson^ direc- 
teur de cet établissemeiif ^ a publiée pour l'usage! des ingénieurs 
géographes. Plusieurs nomfcgres de cette table ont été comparés 
par Delambre lui-même avec la formule précédente qu'il a mi^e 
sous des formes nouvelles , et à l'aide de laquelle on aurait abrégé 
considérablement le travail , en ajoutant même à la précision! } 
mais Paccord qui règne est plus que suffisant pour la pratique. 
Le généval Sanson ayant bien voulu rue communiquer les résul- 
tats analjtiques de cet illustre «astronome ^ j'ai vérifié, concur- 
remment avec M. Plessis, iugénieuc-géographè^.ceux que l'on 
n'avait pas encore eu occasion d'emplojer. 

Voici ces nouvelles formules avec leurs démonstrations* 

n est d'abord évident que le logarithme de F , ovk- 

HQt^x ' rWloglir— a+loga— ilog(i— <fêin*Z)i 

mais par l'art* 7/^, équat. 16, 



d'où / 



x(i-ic--/,^-rf^O î 



f f • , » • I 



loga = 7 —logi-Jf— log( 1 — ie»— ^c^ — î{l,«*)j v 

1 

* 

parconséquent si on développe en série les logarithmes indiquée > 
on aura ( art. 34 ) ' ,)«..; o!> 

M qui est le module déstables, étant égal à p;43439443i9' 

Si , en outre , on développe les puissances et qu'çu réduise , on^ 
trouvera « • ' -. i 

puis si Ton chance les puissances cle'^sinus en cosinus d^irrci^oiâl* 
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tipledt, on aura 

çr par ce qiû précède ^ 

^ — (334)?' 
donc logF , ou 

w*^^X' "^ 1= S*ooi 3oi oi3 •— o^ooo 65i iiSo.cosoL „ 

-)* o»pûo ooo 4981 . co64£' — 0,000 000 000 48 CCS 6£r. 

On obtiendrait aîséhient une tarification de cette formule pour 
le cas de X =6 ; car , dans ce cas , 

log ^ +• log a — Jog aoo = 5j,ooo65o385 , 

et I*on saie que 

• • log 'Tf = 0,497 ?49 875 

- " ïog a = 6,804 55o5o8 

C.Iog 200 ;= 7,698 970 004 

« 

5|Oao 65o 585 

les deux membres de l'équation précédente sont donc identiques» 

Si ou prend les différences finies de Téquation ci «dessus, on 
^lEUra eu:ffûsant ùJjx=:q^',iq, L et L' deux latitudes consécutives 
de la table , et en se rappelant qu'en général 



^ ~> \ 



A.(cos;i^je ) 3s= — sin/u6in/tÂz — ( i — cosft Aji)cos/tz 
ou simplement dans cette circonstance 

A .(cos/tz) axs-^ sinyMshi/tÀz ; 

^ ^ ■ ,. . •• •■ ■ 

on aura, dis-je, 

AÎDgF=? + p,QOo 65x, iiSosinalf X «îaaAl» — 0,000 000 4881 8in4I' X sm4^L. 

épiais aL=:Z-f.Zi' — Ai^ ou assez, exactement ai = Zr + -t»^ j 
parconséquent 
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AlogF=+o,oooG5i 1 iGoxo,oo3 i4i 6x8iii(L+ii')— o,ooooQq488xXo,oo6 aSSiwinaCL+If') 
=o,oooooao455sin(L+L') — o,oooooQOo3o7«na(ij-|-li'y.'^.r : 

Développons par un procédé analogue la formule (E) , et pour 
avoir l'expression du grade de longitude en mètres^ fusons Szs: i^*^* 
nous aurons 



i'' longitude 



i^acosL 



9 



I 9 

ioo(i — c*8in*L)» 



mettant à la place de a sa valeur trouvée plus haut^ il viendra 

_ , . , looooooo"*'' cosL 

1 ^ longitude = 7 rr; : . — = 

ioo(i— je^...) (i_^am*£)ï 

=iooooo«(i + i€*+f,c4+iri«^co9L(i4-icVm*/i+i.Jc4sLa4jt+ 

Ensuite n^emplojant que des cosinus d'arcs multiples j on auta 

+ iooooo(7iï«*+^e«)co85£r— 100000 (T?'i4«*)co«7^ 

= 1 ooaa4'",887358 cosL— 75'*, 1 oagSS co85£.+o"',o84434 cosSIr— o"*,oo o 1 04 cos 71,. 

Cette formule se vérifie comme la précédente en faisant jC c=; o ^ 
car alors le second membre devient = ioQiAgrS68j55y et c'est 
précisément ce que donne le premier nombre, qui se réduit à 
iooooo"'(i+^^* + ^i?*4-.-'^^*), et qui exprime la valeur di; 
rajon de Téquatéur. 

£n prenant les différences finies ^ et en faisant A£sx: 0^,10; 

on aura 

Â . grade aon^tudeis 1 57",435o8iiiK^^0— o* ^Bîgsia l{L+L')+&'fOùo66àxï i(L-f LJi 

La formule ^ as ^^ x — ^-^^ — r trouvée à Tart. iS pour les 

grades de latitude , peut èti^ développée de même en séries or- 
données suivant les puisiances de sinZî ou les cosinus des mul- 
tiples de L. 



Ts 
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CHAPITRE XII. 



Calculs des latitudes y longitudes et azùnuths des objets 

terrestres. 



Exposition de la méthode de Legendrc. 

79. vJn est radevable à Dionis-du-Séjour, d'une méthode très- 
ingénieuse et fort exacte pour trouver la latitude et la longitude 
d*un lieu de la terre > connu par ses distances à la méridienne et 
à la perpendiculaire d'un autre lieu connu* Cette méthode , ce- 
pendant , conduit à des formules qui ne sont ni aussi simples ni 
aussi directes que le comporte la nature du problême. Mais Legendre 
et Delambre ont donné ^ à Toccasion de la nouvelle mesure d'un 
arc du méridien , d'autres formules exemptes de toute objection , 
et qui paraissent pour cette raison devoir mériter la préférence ; 
aussi la plupart* des ingénieurs chargés d'opérations géodésiques 
du premier ordre ^ en font-ils particulièrement usage. Tel est le 
motif qui m'a engagé à donner à Tart. 36 les démonstrations de 
quelques-unes de celle» que Legendre n*a fait , pour ainsi dire , 
qu'énoncer dans son Mémoire imprimé en l'an 7. 

Si la parte avait très-peu d'étendue, les distances des objets à 
la perpendiculaire^ pourraient être considérées comme des arcs de 
gnands çeèçles^ el, dans cette hypothèse^ être converties enpàrtie^du 
quadrans par les formules relatives à la sphère j , alors elles expri- 
meraient assez exactement les latitudes^ de ces objets , et les dis- 
tances à la méridienne, converties de ifième , exprimeraient leurs 
longitudes par rapport à ces deux axes rectangulaires. Ensuite il 
serait facile de connaître les latitudes et les longitudes absohies 
de ces mêmes objets , c'est-à-dire leur position sur le globe. Mais 
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la méthode dont nous parlons n'est plus admissible , lorsque les 
points rapportés à la méridienne et à sa perpendiculaire en sont 
fort éloignés: il est donc essentiel^ dans ce cas^ d'avoir égard à 
Tellipticité de la terre ^ et c'est à quoi Ton parviendra à Taide 
des formules suivantes. 

Soit P le pôle de la ferre , P^ et PB deux méridiens ellip-FiG-aS 
tiques. Soit en outre L la latitude connue du point u^: on demande 
celle du point B situé sur l'arc BA , perpendiculaire à Py4 ; sa 
longitude , et l'angle PB A ou l'azimuth de A observé de B. 

Imaginons aux points A etB les verticales AM, BN , et faisons 
AB=y, AM^r, NB=:r^. 

Le petit arc j^ pouvant avoir r pour rajon de courbure, il s'en- 
suit qu'un arc semblable (p dont le rajon = i , aurait pour va« 

leuT^. 

r 

Cela posé j si du point M comme centre et avec un rajron 
Mb = I , on décrit les arcs ab , ap , pb , on aura le triangle sphé- 
rique rectangle pab , dans lequel on connaîtra le côté pa = i^ — L^ 
le côté abi=z<p, et l'angle compris pab=^i^ par hypothèse j or, 
d'après les principes de trigonométrie démontrés (art* 20, etc.) 



ces (pb) =: sin Z.cos^ 
tang P z 



_tang£ 
' cosL 

, j_ cot L 

tang b = -r-— ^ 



Ces formules sont les mêmes que celles que nous avons désignées 
par {B), art. 56) en les comparant entr'elles , il est aisé de voir que 

Il suit de là et des développemens effectués dans l'article cité ^ 
que 

(/'*)= ï' — J^ + ïÇMangX, 



C08 L 3 ^ cos^ L ' 

2> = 1^ — <p tangL + § (pMangZ:(i+tang*L), 
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De la valeur de (pb) on déduit, pour la latitude approchée de ^, 

i^ — (pb) = X — J ^* tangZ. 

La valeur de P est la difiTérence en longitude entre les deux points 
A et B } enfin la valeur de b est celle de l'azimuth cherché PB A. 

Pour avoir plus exactement la latitude du point B , on remar- 
quera qu'elle est égale au complément de l'angle PNB ou de 
l'angle PMB '\- NBM=ipb-^ NBM\ mais à cause que Tangle 
NAM est , à très-peu de chose près, égal à Pangle NBM, on 
aura 

Nous obtiendrons facilement MN au moyen de la formule (8) 
de Part. 74 ; car si Pon y fait f^=:r , on aura , abstraction faite 
du signe , C3i=s â^r sin L. De même , pour le point B dont la 
latitude est L^ , on aura C27=sse*/sin.£^; absi, à très-peu 
vth$$ 

n est aiié de te oonvaincre que cette valeur est toujours po^ 
sitive, c'est-à-dire que Cilf>CZVvcar la latitude de A étant 
évidenmienl plus grande que celle de 27, On a sin Zr>sinZr^ Pour 
décomposer en facteurs la quantité sin X*— sinli% il faut se 
rappeler que par les formules ttrigonométriques on a 

sin£— sinZi's=2sin(^:~^)cos(^^^^ 
donc 

MNzs: a^r sin ^ cos *t • 

2 a 

Dans la supposition que L — L^ est très-petit, on peut prendre 

Parc pour le sinus, et mettre cos L au lieu de cos— ^^ — ; il vient 
alors 

Maintenant si Pbn fait attention que la latitude approchée 
de J? estL'sBjL-^lf'tangZi, on aura 
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MNz=: \ eV(p* langX cos i == ^ e*r<p^ sin L. 

n 9uît de là que l'angle iVjBAf=:*^'^* sin Zi.cosZi (*), et par- 
conséquent que la latitude vraie deiSssi*— (;;6) — ^{/ sera 

L'=zL — îÇ^tangZ — f ^•(p* sin Z cos Z. 

A la rigueur, Pazimuth calculé ci-dessus n*est lui-même qu'ap- 
proché; car le véritable asknuth de ^B, par rapport au méri- 
dien PB, est l'angle formé par les plans PNB, ABN , puisque 
leur commune section ou la verticale du point B est la droite BNx 
mais nous allons démontrer, d'après Delambre, que la correc- 
tion d'azimuth est insensible. 

Si l'on considère le point B comme le centre d'une sphère , sa 
surface sera coupée par les trois plans ABM, NBM, ABN , 



('*') Il esta propos de donner une expreaiioa plus exacte de MN e( d^ 4 > p^ce- 
que nous aurons occasion d'en faire bientôt usage ; pour cet effet ^ Ton remarquera 

vqae puisque rsa» ■■■ ■ ■ , , on peut sanf trrïstir sensible faire rs? i : pour 

(i— c»sin»L)» 
lor^ si Ton désigne L— 'Z,' par dL, on aura £,-|-L' = ai^— dZ», et Téquation 

MN = ac*r sin ■ cos — ^t^ — (leviendra 

a a 

» 

Développant le facteur cos. Dans Fhjpothèse que àL est très-petit^ on anra 

lfj^c= ae* sin f dLcosX -I- ae^ si^ ^dZisinL. 
Or lorsqu^un arc A est très-petit, on a, à très-pen ^)rès, ftsân 5j^==sip A \ donc 

Jf2V= «•sindZ.cosL 4- J c*sîn*d^ sinZf. 

D un autre côté, puisque sin A^^BAf =sin4= -^ — w=» = ,onlara 

en yertu des valenn précédeiites de Mff et de r. 

sÎB^ =3B e^sip £iL cosL cpsL' -f- 7 e* ain*(Ui>sin/>çosL^ 
Mais cosZ*'=:cosZ>-|»sinJLsindL; donc enfin 

4 == e* dLcQs^jL -|- j^ e^d/^ sindL sinZ> cosZr 
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suivant le triangle sphérique ciMn : or dans ce triangle nous con- 
naissons l'angle aMn, c'est Pazimuth calculé. Nous connaissons 
en outre Parc nM ou l'angle iVjBM =%(/, qui est la correction de 
la latitude; et à cause de Tangle AMB=z(p, on a, en considé- 
rant le triangle -^^JW comme isocèle, aica'M=:V^\ donc si 

S désigne la correction d'azimuth, et zf l'azimuth vrai compté 
du nord, auquel cas zf — ^=zi/Mn sera l'azimuth approché, 

compté de même j la formule coty^^s ^^ ^**° ~^^ , démon- 

trée à l'art. :i8, donnera, en y faisant 






— tangz' = — _, 

tang - Mn4— cos(*' — Ç)cos4 

d'où 


tang s tang -sin 4 

tangCi' — Ç) = tangt'cos4 cos^Tf-i) ' 

ajoutant de part et d'autre tang /, et changeant tous les signes ; 
il viendra 

tang£'tang-8in4 

tangz'— tangCz'— Ç)=:fangz'(i— cos4)H ^^^(^/J^) > 

Si Ton chasse le dénominateur, le premier membre pourra se 
mettre sous la forme 

cos Ç ( tang z:' cos z' — sîn z' ) H- sin Ç ( f ang z' sin z' H- cos z') / 

et se réduire à-^^: à cause de tancz:'=^^,etdesîn'z'-|-cos'z'=i; 

I/équation précédente devient donc, en faisant attention que 
X— cos43=asin*{>|/, et que Ç est très-petit, 

0=sinz'tangî^siû^^ + asinz'sin'J^|/Cos(z' — f). 

Nous voyons par cette formule que ^ est inférieur à ^/^ qui 
est lui-même déjà fort petit: on peut donc toujours négliger la 
conreetion d'a4outb , que Ton pourrait d'ailleurs calculer , 

puisque 
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puisque 

azimuth vrai = azimuth approché H^ l J 

.mais dans ^application de la formule précédente il faudrait 
substituer z pour z\ 

8o« Il résulte de ce qui précède que si L est la laHtudte dû 
point >^,Zr' lalatifude du point B , y la distancé y4B perpen- 
diculaire sur le méridien de jd, et rie rayon de la terre ou la 
normale au point ^^ on aura^ en désignant par R le nombre 
de secondes décimales contenues dans ce ra/on^ 

V = L^{R^tMgL^\Re^^sia XcosX (a) 



et réciproquement 

L;=zL'-hïR^t&ngL'+iRe'^sinL'cost/. (b) 

Comme e désigne l'excentricité de la terre ^ il est visible que 
le dernier terme de ces formules sera presque toujours négligeiUile* 

Les mêmes choses étant posées, on auraja difTérence de lonr 
gitude des points ^^ et ^ par cette formule 

et Tazimuth de Tare BA ou Pangle PBj^ sera 

z'=; If — 5JltangZi + |/?-^%angL (1 + tang-Z). . . . (^ 

Si l*on connaît seulement L^y il faudra faire usage de la for- 
mule 5 (art. 58) , et Ton aura 

i 

z'=: l'-^/l-^tanglr' — ilî-^tangZi'(i-fîtang*£'). . . . (^) 

Toutes les fonmilês fs(récédentes n'exigent que la recherche d'un 
très-petit nombre de logarithmes, et ont tAàtes des élénienis com- 
muns qui en rêndentilecaléullrès-rapidé*/^ comme dh>rérra'i(iâr 
les exemples que nous donnerons bientôt. 

n arrive souvent que Ton n'a point ânmédiatement la lati*- 

y 
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tude L du point A% mais alors on connaît nécessairement la dis- 
tance X de ce point à la perpendiculaire du lieu principal de la 
carte : ainsi il convient de réduire x en parties de grade; et 
selon que x sera austral ou boréal par rapport à la perpendicu* 
laire , on soustraira sa valeur de la latitude du lieu principal » 
ou bien on l'ajoutera à cette même latitude pour avoir celle du 
point ji. La réduction dont il s*ag^t peut se déduire assez exac- 
tement de la valeur de f exprimée en fonction de la latitude L» 

du wÀxA A\ car, à cause de ^ss-Z et de r= ^ r ( for- 

mule 7 , art. 74) # on a 

9 s=^ ( I — ^ sin'Ir)*= j^ ( I — 1 ^ sin'Zi ). 

» 

Dans cette équation, jr est censé faire partie du rayon de Téqua-* 
tedr ^s^\\ mais dans la pratique , ce rajon=(p} ainsi il faudra 

substituer *2! à la (riace de jr , qui sera réduit en secondes par cette 
fcmnnle 

^»=S:(i-ie-sin*Zr)î 

et en 7 écrivant x au lieu de y, on aurait de même Parc x ré* 
dûit en parties de* grades» 

Four la latitude Xi s: ^ir. ou sc^* on a sin'ZiS*, et alors 

4 ' a' s 

Enfin, dans Hijpotb&se que la terre est spbérique, on ai 
partant 

^ f 

Pouravt)ir la valeur de 9 par la table III, on prend avec 
l'argument L le Ipgajçitbme du facteur de y, que Ton ajoute au 
Icgaritbme de jt;, como|e nous. Payons ; déjà pratiqué à rvt. 55. 



I ■ 
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jipplication des Jbrmules précédentes. 

8i. Soit Z=44'%io' la latitude du point A, et ys=25g6o«» 
la perpendiculaire ^B à la méridienne AP^ on demande la la- 
titude de B, la différence de longitude de ^etde^, etTazi- 
muthde A observé du point -fi, ou Tangle A£P^ 

On calculera par la formule r s=: ^ : le rayon r de cour- 
Ci— e^in^L)* 

bure de Tare AB^ ainai 

, log <?• = / . 0,00597906 = 7,77665^9 
log 8ln*Z. = /.ttn-44'', 10' « 9,6io5o54 ,^oooooo# 

— 7, 587 1 565 !Ç3 0^00:14586 

I —'â^sin^L SES 0,997^14 

logp 35 6,8o455o5 

t 
c./.(i~^*8in*-L)* 5= o,ooo55oi 

— ■■^■-^^■■■•^^■^■^^*^ 

l.r ^=z 6,8o5o6o7 

Le logarithme de r se trouve plus tàmplemfnt fit plus exacte* 
ment par la méthode de l^art. 78; «o eflêt on à d'abord 



logrsflBloga — ilog<i— c*iiïi*Zr), 
et après les développemens et les tranBformatiQns convenables » 

partant 

logr=^6,8o5i8 ii363— -o^oooKS iiiÇocot air «(-o^poooû 04881 co84£' 

— 0,OOCXXD 000048 C086£. 

Cette équation se Vérifie comme dans Tarticlç cité, en faisant 
L =oj car dans ce cas1og.r= log.a=6,8o455o568; et si Ton fait 
Z/ = 44'',io', on aura conmie ci-dessus, en prenant deux termes 
seulement. 

Va 
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logr=î= 6,8o5i8i i365 — o^ooo65i 1 16 x 0,184295 = 6,8o5o6i x. 

Nous voilà parvenus au logarithme de Tj cherchons à présent 
la lalitude de B par la formule (a). 



• 


logy = 
c.l.r = 


4,4ï43o47 

5,194959=» 
7,6092459 




'■($) = 


5,2184878 




/.o,5 = 


5,8o588 

9.69897 
0,72155 =sAf. 


i" tenne 


de la correction. 


• 

a' terme. 


M ! 


= 0,72l55. .. .... 


...... X A/ == 731 55 


/.taugZr : 


= 9'9»9o4 


l.e^ — . 7,77665 


1 


— 0,64057 =s 4',569 /.8in L = 9r8o525 

l.cosL = 9,88621 






— . 8,1894a 




latitude L 
i" ietme. 4',^ i 
a' o,oi5J 

latitude L' 


= 44^,100000 
= — yOO0438 




= 44">09956a. 



o',oi5i 



On voit que l'on aurait pu négliger , sans inconvénient , le den- 
|ième terme de la correction. 

Pour calculer la différence en longitude^ on fera usage de Péqua* 
tion (c) , et Ton aura 



l.tang'L 



9,5328787 

5,2184878 
9,8580758 



— • 4^5794405 s=: 0,000005797 

0,999996205 = JY 



\ 
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log N = 9,9999984 
l.K 1= 5,8o388or 

/•f = 7*6093459 
c.l.cosL = 0,113785^ 
i.P = 5,5369076 = S564',4. 

Donc la différence de longitude cherchée =o^,53644« 

n ne nous reste plus qu'à trouver Pazimuth de A ou Pangle 
PB A y c'est ce que donnera la formule (^ ^ dont voici le calcul. 



1? 


terme de la correction. 


log il" = 5,8o388oi 






logf =7;6o9a439 




Oj<j • • • •' 


^aïï6i = 9>9 190369... 


/. 


tang'L = 9,838c738 = 0,68877 


^ 3,33Ai6og^ 


ai48',63 
a' terme. 


,,18877 = Q- 


logi 


= 9,5aa88 




l.B! 


== 5,8o388 




'■î 


= 3,83775 


, 


l.Q 


ac 0,07510 


* " 




+ 8,33959 ; 


=: «',017 


On a donc 







100,'^ 000000 
'" *'™« 7 »»48'.63 I ^ ^ ^^^^gg^ 

Z' = 99^^,785139 pour Tazîmuthdierché; . 

La correction d'azimuth o«^,2*i486i s'appelle aussi Pangle de 
convergence des méridiens PA, PS. 
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Exposàioji de la Méthode de Delambre^ 

82. Je me suis attaché, dans ce qui précède, à démontrer et 
à appliquer les formules de Legendre qui servent à déterminer 
les latitudes et les longitudes des lieux situés sur le sphéroïde 
elliptique ; mais coomie les fiuuules de Delambre , relatives à 
cet objet, sont elles-mêmes très-rigoureuses et qu'elles sont indé- 
pendantes des distances Ji la perpendiculaire et à la méridienne , 
)e vais en développer les démonsbrations avec le plus de brièveté 
possible^ 

La différence des méthodes qu'emploient ces deux géomètres , 
pour calculer la position respective des lieux de la terre , con- 
siste en ce que Legendre adopte, pour distance de deux points. 
Tare de grand cercle compris entre leurs verticales : tandis que 
Delambre prend, pour cette distance , la corde du même arc ; 
à la vérité Texcèft de Tare sur sa corde est souvent insensible dans 
le^ opérations géodésiques , même les plus d^j^^tes : cependant , 
lorsqu'on vise à une grande précision , Ton ne doit point négli- 
ger ày avoir égard (art. 65). 

Supposons d'abord que la terre est spbérique, et que le triangle 
PAB n*est plus rectangle tn A , on aura, comme l'on sait, 

cos PB = cos A sin PA sin AB •+• cos PA cos AB , 

ou , conformément à la notation adoptée plus haut , 

sin L' ;= cos^ cosZ* sin ^ + sin X cos (p. 
De là 

:=! s sin*^ 4 sin L «— sijiip 608 ^ cos L. 

Mais si Ton compte A extérieurement au triangle, c*est-à-dire , 
qu*on ni«ttç, au Ueu de cm A sa valeur tirée de l'équation 
y/=:a^— Z, d'où cos^=:coaZ, on aura 

sinZr — • sinZf'^ssinf cosZcosL + 2sin*i^sinL , 
ou biem 
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• . / r T#\ sin^cosZcosL + â 810*7 ^8in£ 
a8lDi(L-L) = cosiiL + L') » 

et parconséquent 

^^^ 5111 ^ c oèZcoBL'^2tàa*jtmL 
"^ cosîdL (cosL-f ônLtajfïgidLy 

Or à tr&s-peu-prës asin^dLz=:sindL, et co8|^£=i} donc si 
l'on substitue ces valeurs dans Péquation précédente^ et que Ton 
divise le second membre haut et bas par cosX> on aura 

• jr Bin^co$Z'\'2nn*jqitangL 

Faisant la division à Taide de la formule du binôme > il viendra 

8În^Z=(sin(pcosZ+2sin*j^tangZi)(i— tangiLtang^^£r-f-- • •)• 

D'un autre côté , puisque dL est fort petit , on a sans erreur 
sensible, taDg^</I/==sinf'i/L==:3sin<iXî ainsi la formule précédente 
se changera en 

(i)...tangicIZc=Q8bfcoaZ4-8m*î^taiigJL)(i~taiigZ:itaiigiJZ^tu 

Faisant la multiplication > mais rejetant da produit tous les termes 
très-petits^ tels que ceux du troisième ordre et au-delà, on aura 

tangiJL==:j8infcoeZ-f im*iftlng£---îflîn9co6Ztang|£LLtaiigZ^, 

mettant au lieu de tangî^Zr sa valeur approchée ^sinfcosZy 
on obtiendra 

Donc à cause de cos*Z=i— -sin*Z, 

taiigi-<2Ls^tm;pco8Z4-ttn*iftangL---^fm*^taiigL+T«B*ç8ia*Ztai^ 

Mais ^sin'f ;=sin*7f > du moins à très-peu-près ; donc 

iàDg{dL = f sin (p cosZ + { sin*ç sin*Z tangZ'} (a) 

donc 
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tangdL ou dL = sinf cosZ + j sin'f sin'ZtangZr 

= f cos Z + i cp sin cp sin*Z tang/^ ; (* ) 
donc enfin, 

£' =:Zr — dZr =:£r — (^cos Z 4-i(p sin cp sin*Z tangl*). 

Telle est la latitude approchée de ^, sur la terre réputée 
ellipsoïde de révolution. Maintenant, pour avoir égard à l'ex- 
centricité, on se rappellera que la latitude exacte de B est 
V—PCB-, mais à cause de PCB=:PMB^NBM , et de 
jPAfe;=i*— Z.'=i*— (£.— rfL), il s'ensuit que 

latitude exacte de B ^^L-^ dL •— %[/• 



(^) dL exprime la difFérence des parallèles passant par les deux extrémités de 
Tare f \ pour an avoir une valeur plus exacte ^ il faudrait conserver dans le déve- 
loppement de relation ( i-) les termes en tang*L^ et avec un peu d'attention on 
trouverait 

8ind£=s sinç cosZ «(-> î sin'f ttn^ZtangL — isin'^cosZsin'Ztang^L ; 

mais la résolution des triangles ayant donné la corde de l'arc ^, on aura 

sinJLrsATcos^f cosZCi-f^tangs^smZtangZtangL— asmîf 8in*Ztang*£). 

Telle est la valeur de sin dL exprimée en mêmes mesures que K ; pour avoir àL 
lui-même , il faut ajouter à cette expression l'excès dé l'arc sur. le sinus ^ c'est*: 



à-dire 



gsm»dL = g| ^î |, 



p étant le rayon de la terre ^ dont la valeur en toises et en mètres a été donnée 
(art. 76). On peut faire aussi j sinML = \ (/iCsin*i^co8*i*co8'Z) , ainsi on aura 

8 ï ç GosZ( i +teng ifsinZtangZtangZi— ssin J^tang-J f sin»Ztang»L+ f sin^i ^cos* ^ ^co! 

On calculera par cette formule, la différence en toises entre chacun des som-« 
mets des triangles qui s'étendent dans le sens de la méridienne , et en ajoutant 
tontes ces différences entrelles, on aura l'arc du méridien compris entre les pa- 
rallèles extrêmes. Cette méthode que Delambre a développée avec beaucoup de 
soin et de clarté ( page 66 , etc. de son Mémoire ) , a un avantage sur toutes les 
antres en ce qu'elle dispense de figure , ne demande d'autre attention que celle 
qui est relative aux signes algébriques des sinus , tangentes , etc. , et porte avec 
elle sa vérification. 

Substituant 



LIVRE III. ,6i 

Substituant pour dL sa valeur ci-dessus, et pour >(/ sa valeur ob-' 
tenue dans la note de Part. 7g j on aura enfin ^ en dénotant par 
V la latitude exacte de i?^ 

Dans cette formule^ le terme fe'sin^ZsinZrCosZ^ peut être sup- 
primé sans inconvénient j ainsi le facteur de dLà se réduit à 
(i +^cos*Zr). Quant à la quantité 9, elle doit être exprimée 
en secondes, et à cet égard on sait qu'en désignant par /Cla 
corde d'un arc terrestre ou un côté de triangle , on a 

^=?i^(^~^^^^^'^) (art. 80). 

Passons à la recherche de Pazimuth Z\ c'est-à-dire > de celui 
du point A sur l'horizon de ^} le triangle PAB donne , par 
Tart. a8, 

iang,^/^^-^;_ co8K^^ + i'-^)~co8i,at-C^+^')) 

cot^Pco9|(L— LQ . 

et puisque cot ss ^— , on aura 

Comme x^'-^\(^B-\-A') et P sont tonjours des angles très-petits ^ 
on a plus simplement 

et de là 

Cette formule donnerait la direction J3^ codaptée du nord; 
pour la compter du sud à Touest > on j ajoutera of \ ainsi 



je' — 3^4. Z TZZTTr rTT-* 
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Le même triangle donne évidemment 

^^P^—^^nr-'^-z^nr w 

d'où 

. , _ ^ainZ / MnI/co8^itt»+Mn;</Leo8Z,^ \ 
-- a» + Z — jjjpf^ ^ j-jg^ ^ 

ss^-^Z ■— ^ tinZ tangZ»' — ^ sinZ tang'^t/I', 

et si Ton substitue dans ce résultat, pour tang?i/£» sa valeur (:i), 
on aura, en rejetant le terme du troisième ordre, qui est extrê- 
mement petit, et à cause de asinZcosZs=sin32#, 



• • 



Z's a* -1-2 — f sinZ tangZ''— 1^ sin(p sinaZ: 

■ 

tel est Pazimuth de y^ à Tégard de l'horizon âe B , et auquel il 
n'y a rien à ajouter pour l'aplatissement, dont l'eflfet est insensible 
(art 78). 

Quant à la longitude M^ du point B, il est clair qu'elle ré- 
sulte de l'équation (5)^ car si M est la longitude du point A , 
on aura évidemment PssJIf'—ilf, et parconséquent 

sin P ou sin (Af^^M) = '"^'^^ , 
ou assez exactement 

' coaL 

Si dans cette expression on mettait pour Z#' sa valeur appro- 
chée £r— ->f cos^, on aurait 

développant le dénominateur en faisant attention que f cos Z est 
an petit aœ, a viendra. 

M'=,M^ ,, /"^^ 1, =Af + î^ (i — (pcosZ tangL)î 

donc enfin. 
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' co«£i * ^ coalé 

85. Pour récapituler tous les résultats précédens^ soit 

p le rayon de Téquateur en mètres, 

e rexcentricité de l'ellipse > en supposant le demi-grand axe = i > 

(p Tare exprimé en secondes, correspondant à la corde K d*un 
arc terrestre, c'est-à-dire, à un côté de triangle, 

L la latitude connue d'une extrémité de K , 
U la latitude cherchée de l'autre extrémité, 

M la longitude connue Comptées du sud à l'ouest de o^ à 4o<y, 
M la longitude cherchée) ^ 

Z Tazimuth connu > corantés de même 
Z' Tazimuth cherché j 

on aura 

<p = — ^(i— ic*sin*2:) ,.;.\ . ..^.. (a) 

Zi' = I/ — ((pcosZ + f(psin(p8in»Ztangi)(i+^cos*L)(i) 
Z' = 300''+Z — (psinZtangiL' — ^(psin(psîn3Z (c) 

dL ou di£férence des parallèles en mètres ^=:(Xcosi^cosZ) 

+(/ÎCco»if cx)8Z) (tang-jÇsînZtangZtangL) — 2(A"co8 Jç cosZ)siii î^tang^çsm*Lteng*L 

( somme des trois premiers termes )^ ( i — e*s in*Z/) 
6? 

Le quatrième terme de cette expression est précisément l'excès 

de Parc sur le sinus, c'est-à-dire, ^^î^;— (note de l'art. 8:i)j mais 

ici le rayon r est celui de la terre supposée sphérique ; si donc , 
pour plus d'exactitude, on emploie le rayon de courbure de l'arc -^-ff, 

ou r= 1 ^^ et qu'au lieu de dL on substitue sa valeur 

(i— e*sm*Z,)* 

obtenue plus haut, on aura le terme dont il est question. 

X 3 
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Lorsque , dans les 2^, 5« et 4* équations ci-dessus , l'on fait 
^zsioo*' et sin 9=9, on retrouve les premiers termes des for- 
mules analogues de Particle 8o» 

84. L'application des formules précédentes ne peut embarras- 
ser nullement ceux qui sont exercés au calcul logarithmique; 
mais on s*épargne quelque pône en calculant ces formules à 
Taide des tables III , TV, etc. qui ont été dressées dans cette vue. 

Sachant ^ par exemple, que la latitude du Panthéon à Paris 
est L=^54^92'j46i4y que le logarithme de la distance rectiligne 
du Panthéon à la tour de Montlhérj est loglEss 4,58a 1 463 -^ et 



PanthéorirMontlhéry sur ThorUon du Panthéon. 

Calcul de la latitude, équations (a) et (3). 

Avec la latitude L donnée , on trouve 

dans la table III le logarithme . . . 8,99861 7$ 
ajoutant le log. K 4i^^^^465 

onalogf^ouducôtéA^réd. en sec.cent. 5,58o76S6 
ajoutant log. cos Z 1+9,9886231 

on a log 9 cos Z S,3693867=9-f-:234o',9a 

Au log (p* 6,761527a 

on ajoute log sin i' J^^ic^iaoo 

et Ton a log (p* sin i'=:log 9 sin ^ . • . 0,9576472= 9',07o85 

Pour avoir ^ à un dix-millième près, le [Hroduit 

f9*sin*Z8ini'=:^(psin(psm*Z, 

on renverse ^*sini% puis on entre dans la table IV avecZ, et 
l'on trouve 0^02552, que Pon écrit sur ^^sini'i ainsi qu'il suit: 
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58,0709 

3397 
18 

produit i ^ sm(p sin'Z s o%25i5 

On multiplie la valeur de tangli donnée par la table Y; 

c'est-à-dire, i,i44i86 

par le produit précédent renversé . 5, i Sao 

II 

6 



à ce produit toujotirs positif. . • . *H>'>^648 
on ajoute (p cosZ +2340 ^9:100 

La somme que nous désignerons 
par m est ^341^ 184S 

Maintenant^ avec L ^ on trouve dans la table Y J> i ''' part. 0^00^58 1 6 
et dans la même table , impart, ^eny cherchant 777 , 

pour !iooo' • 0^00001 39 ^ 

pour 3oo 0:11 > 0^0000x63 

pour 4i ^^^ J 

Le cosinus de Z étant positif > on fait la somme des deux 
parties de cette dernière table > et il vient 0^0025979 

Après avoir renversé cette somme comme à l'ordinaire , 
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elle devient 97g5 ^2000 

et on la multiplie par m = ^341 ,1848 

4,6825 

1 ,1706 

0^2107 

164 

21 

puis on ajoute à ces produits partiels, m s !i54i >i848 

enfin on retranche la somme + 2547%:2669 
de la latitude L 54'',27ifi ,1400 

et Pon a pour la lat.de Mbntlhéry, iL'=54'^o398 ,87 

Cette latitude V vient d*ètre calculée en toute rigueur; mais 
on pourra, sans inconvénient, se passer de la table YI, 2' partie, 
surtout si la distance K n'est pas considérable. 

Calcul de Pazimuth, équation (c). 

Le calcul de Tazimutli se réduit à celui de deux termes*, d'abord 

log (p = 5,580765e 

log sinZ avec son signe + 99 553g7ia 
log tang Z/ 0,0552667 

Somme + 2,7900015 = + 6i6'',597. 

Ensuite on entre avez Z dans la table VU, où Ton trouve 
0,11004, que Ton multiplie par ^sinZ =9,07085, et le produit 
= + 0,9978 =;[?. 



is au terme précédent + 6I6^5970 

on ajoute ce dernier, pris avec le signe de sin 2Z . -f- ^ ,9978 

La somme 6i7'',5948 

étant retranchée de 20o+Z2i4''f5o85 ,2000 

on a pour Tazimuth Z', 2i4'',4465 ,60. 
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Calcul de la longitude y équation {d). 

Le premier terme se calcule directement ainsi : 

log(p = 3,5807656 

/.sin Z = 9,5559713 

comp. log cos i^ = 0,1817372 

Somme 3,9164630 =: 4- 835^,oi5. 

Four calculer le deuxième terme y on prend avec la latitude L 
dans la table YIII qui donne 5,4774<>7> ^^ multiplie cette quan« 
tité par le nombre précédent^ ^ = + 0^9978^ le produit 5^4697 
étant positif > on le retranche de la somme ci-dessus. • • . 836 ,01 5o 

et la différ. en long, entre Panthéon et Montlhérj = + 83 1^,5455 

Le calcul de la longitude serait moins long y si Von employait 
pour élément IJ au lieu de L. 



/ 
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CHAPITRE XIII. 

Méthodes les plus en usage pour dresser le canevas et une 
carte , et problèmes relatifs à la géodésie. 

85. i^A méthode que Ton a employée depuis Cassini jusqu'à 
présent , pour rédiger le canevas général d'une grande carte ou 
d*un plan d'une certaine étendue, consiste à fixer sur le papier^ 
et d'après l'échelle adoptée, tous les points dont on a les distances 
à la méridienne et à la perpendiculaire de la capitale de la 
carte. Four cet effet, on tire deux droites perpendiculaires entre 
elles , l'une représentant la méridienne de cette capitale, et l'autre 
la ligne qui lui est perpendiculaire : puis l'on mène à chacune 
de ces droites des parallèles équidistantes, afin de pouvoir fixer 
plus commodément les lieux qui sont très-éloignés du centre de 
la carte. 

Par exemple, dans celle de la France, dressée par Cassini , les 
parallèles à la méridienne et à la perpendiculaire de l'Observa- 
toire de Faris sont tracées à 60000 toises les unes des autres: 
si donc un lieu était à i43ooo toises à l'est de la méridienne, et à 
88600 toises au sud de la perpendiculaire, pour fixer ce lieu sur 
la carte , il suffirait de mener vers l'est une parallèle à 28000 toises 
de la seconde parallèle à la méridienne , et de tracer au sud une 
autre parallèle à 28600 toises de la première parallèle à la per- 
pendiculaire \ l'intersection de ces deux droites serait la position 
du lieu proposé. Il est évident que, par ce mojen, les positions 
respectives des objets ne sont pas altérées, ou du moins sont ab- 
solument indépendantes les unes des autres. 

Lorsque tous les points connus auront été placés de cette ma- 
nière sur la carte, on joindra par des droites, ceux qui repré- 
sentent 
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ïentent les sommets des triangles, tant du premier que du se- 
cond ordre ; mais il conviendra, pour pouvoir mieux distinguer 
les premiers triangles > de les former par des lignes pleines, et 
de figurer les triangles secondaires par des lignes ponctuées* 

La carte doit en outre être divisée en rectangles ou feuilles 
destinées à offrir la description particulière de la région dont 
elles fixent les limites. Sur la carte de la France, ces feuilles ont 
40000 toises dans le sens de la perpendiculaire, et sSooo toises 
dans le sens de la méridiemie. 

Le Dépôt général de la Guerre, qui possède les plus belles 
collections topographiques , et auquel est spécialement confiée la 
direction des grandes opérations géodésiques, a définitivement 
adopté pour l'échelle du canevas général des cartes, deux dé* 
cimètres pour un grade ou looooo mètres, c'est-à-dire un peu 
moins de deux lignes pour mille toises, et il fait rapporter tous 

les détails topographiques à Téchelle de . Enfin, pour éta- 
blir de Tuniformité dans le travail des ingénieurs qui sont 
chargés des levés de détail, il a fait choix d'une série de signes 
conventionnels, relativement au figuré du terrein et à la repré- 
sentation de tous les ouvrages civils et militaires, etc. Yojez 
sur cet objet les numéros de son Mémorial. 

Le figuré d*une petite partie de la surface du globe, suivant la 
méthode que nous venons d'exposer, a l'inconvénient de repré-^ 
senter par des rectangles des portions de fuseaux*, ainsi cette pro* 
jection altère de plus en plus les distances et les aires , à mesure 
qu'elles s'éloignent du lieu principal de la carte. Cependiant , lors- 
que l'étendue en longitude n'est pas considérable , la convergence 
des perpendiculaires au méridien est peu sensible > et.occasiomie 
parconséquent , peu d'erreur dans la mesure des distances [prises 
immédiatement sur la carte. 

Si , au lieu de faire usage des distances à la méridienne et à 
SB, perpendiculaire, po\ir construire le canevas d'une carte, on 
voulait employer à. cet effet les longitudes et les latitudes d^ 
lieux des stations, on serait naturelle men4; porté à choisir pour 
{HTojection celle de Flamstccd, laquelle con^ste à. former des 

Y * ^ 
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quadrilatères compris entre deux arcs d'un grade, dans les deux 
sens, comme on le voit par les figures 46 et 47* C'est cette projection 
que le Dépôt général de la Guerre emploie pour former la réunion 
immédiate des levés de détail. Chaque quadrilatère ou sec- 
tion donnant les feuilles de minutes est composée , à Téchelle 

de — ' — , de 60 bandes dont 20 dans le sens de la latitude , et 

10000 ' 

5 dans celui de la longitude, ainsi que le représente la fig. 4?* L& 
hauteur de chaque bande est fixée à 5 décimètres*, celle de la 
dernière bande qui est le plus au nord, la 20^ par exemple, 
aura un peu plus ou un peu moins de 5 décimètres , suivant 
la valeur des grades de latitude , qui se trouve dans la 5"" co- 
lonne de la table IX. 

FIG. 48 D'après cette table , la longitude d'un gradé agest de 70922"^^ 
à la latitude de 5o^ *, parconséquent ac ou le tiers de ag^ sera assez 
exactement de !i364i'°^> et l^arc bd qui représente le tiers du 
grade de longitude à la latitude de 5o^',o5^ est, d'après la même 
table, de 35622™^'*,5. Il suit de là que ac = 3™*^564i , et que 
bdzsz 2^,5622 'y ainsi ajant éleré sur ab les deux perpendiculaires 
ac , bd, la droite cd leur sera un peu inclinée à raison de la 
convergence des méridiens. On formera de la même manière les 
deux autres bandes c/^, yi^A, dans chacune desquelles on figurera 
les détails du terrein ; et il résultera de là qn*en rapprochlEtnt ces 
trois bandes, elles foimeront dans le sensée la longueur ag, deux 
lignes polygonftles aotg , bd/h qui di£férerout extrêmement peu 
des afcs d'u» gr«de de longitude. L'Instruction du Dépôt général 
de la Gaerre ^ ci^ plus haut , contient sur cette matière, d'autres 
<}étails que aotis croyons devoir supprimer, parceqn'il n'entre 
pas dans notre plan de développer dans tonte son étendue , la mé- 
thode des protections^ 

86. Déterminer la position d'un lieu d'où Fon apperçoit trois 
points donnés sur la carte. 

FIG. 124 Si du poiiit D élevé au«destas du plan ABC supposé hori- 
zontal , on a ' observé les angles ADB , ADC, ainsi qne les 
distances ati ssénith des points A, B , O dont on connaît les 
distances respectives-^ on réduira à l'borieon les deux premiers 
angl«, afin que le point D puisse être considéré ccnnme le pied 
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de la verticale abaissée du lieu de l'observation sur le plaa ABC, 
et pour lors avec Tune des deux distances horizontales AD , BD , 
CD déterminées par le calcul, ou fixera la projection de ce lieu : 
c'est ce que l*on va voir. 

Nommons fi, y \es réductions à Phorizon des angles observés 
ADC , ADB. Soient en outre DA=:D, DB = D' , DCt=zD% 
angles ABD=ix , ACD:=::y, et eoifin adoptons pour le triangle 
ABC la notation de l'art. 2. 

Cela posé/ les triangles u^ZîC , -^DS donneront respectivement 



d'où 



et par snite 



ou bien 



rt bsiny «^ csmx 

h Ad y ^^ sm x 
c smfi sin^' 

•inx+siny hainy-^csm^ . 
•iDx — smy bsiny — csin/S' 

^ csin$ 
tang j (x -f-^ ) * b siny 

^^6 î (JT — y) c sin jS * 

"" bùny 



Or si par l'hjpothèse on fait 



- c ain / ^ 

**°s^=Fib5:' (0 

PexpressIoB précédente deviendra 

tangKx+J^) _ i4- tangz / i^N 

tangj(jc— ^) 1 — tang» ^\ 'a/' 

et si pour abréger on fait 
on aura 

e étaat connu , on aura suc-le-champ 

Y a 
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:r = 54-€, jr=:5 — c, (5) 

€ changerait de signe si sa tangente était négatii^. 

Quant aux valeurs ôeD^jD^ ^ D' ,il est évident qu'elles seront 
données par les équations 

jy iain(y + g) Q8in(j — B) 

Cette solution que Ton doit à Delambre n*exige la construction 
d'aucune figure, et me parait la plus simple et la plus commode 
de toutes celles que Ton pourrait donner du même problême. 

Malgré qu'il soit aisé de se rendre compte des changemens que 
les formules ci-dessus éprouvent suivant la position du point D 
à l'égard du triangle ABC , nous ferons les remarques suivantes : 
i"". si le point A était dans Pintérieur du triangle BCD , on aurait 

c'est-à-dire qu'il faudrait prendre le complément à 4 Angles droits 
de l'angle A du triangle ABC. 

:à*'. Dans la même circonstance, il faudrait mettre x*\^B et x-\rC 
dans les valeurs de D' et de ZX, parceque les angles B, C seraient 
extérieurs au quadrilatère DBAC , au lieu de lui être intérieurs 
comme dans le premier cas. 

3% Lorsque le point D sera dans l'intérieur du triangle ABC , 
la somme des angles observés» jS + > ^ surpassera nécessairement 
deux angles droits ; 

4% Si le point i? était placé sur la ligne BC=:a, la somme 
fi^y vaudrait précisément deux angles droits, et Ton aurait 



c 



sinj8s=sin>^, tangz=r^; 
i serait la différence des angles connus B , C , et alors 
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Dans le même eas> on aurait 



«V asmo r\# o 91110 

sino ' wno ' 



expressions qui laissent D' et D' indéterminées ; ainsi ces distances 
ne pourront être calculées que par les formules 

smy ^ smy ' 

Ce problême est non-seulement utile pour trouver la position des 
points secondaires d'une carte , et savoir d'avance si l'emplacement 
d'un signal quePonse propose d'établir , donnera des triangles assez 
bien conditionnés , mais encore pour déterminer les distances qui 
servent d'élémens dans les réductions des angles que Pon aura 
observés près de ce signal : passons maintenant à son application. 

Type du Calcul. 

Supposons que les an^gles observés en D et réduits à Thorizon 
soient 

j8 = 57'%65io 

j^ = 60 ,a555 . 

^ H- > = 97^8845 
et que dans le triangle ABC 

A = 86^,5406 
log &=: 4 >oari895 

log 0=4 >ï7^^6^7y 
on aura 
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A-= 86«',34o6 logc= 4,1703617 

|8 + >= 97 ,8845 /siiijS= 9,7460735 

^ + + y=i84.a35i comp.'logi= 6,9788107 

1(^4-184.5,)=: ga ,11855 «»mp.logni»>= 0,090791 1 

S = io7r,8874S- logtang» = — 48",9694=: 9,9869370 

« — 8,a3oa4 ^ 

X 99 ,66731 \aiKxA 98 .9694 = 8,3093480 

y »i6,t»7% '•*"«* — 0,9047155 

/8 gy ,6Stoo l«g;tam«=s~ a>'p3o43=-— 9,1139613 

J'+IS i53 ,74869 

y So >d535o 

On a marqué chi signe •*• la fangenfe de t , parceqo'eUe résulte 
du prodoit de deux acteurs affectés de signes différens ; en effet 
\k tangente d*nn angle aigu evE positive^ el ta tangente d^iu angle 
obtus est négatire. 



log h = /^o^\\%^ log c = 4,i7oaSi7 

logsin^ = 9,9859299 /. aie X = 9,9999937 

e.logsiniS = o^a539a65 c.logsin^= 0^0907911 

logD = 426104S7 s i8â4o,8S logD=4,s6ip465= 18240,91 

log a = 41702617 log i = 4,021 1893 

log 8iii(x+y) = 9,7700550 '• sin Cy +^ ) = 9.8223433 

cotlog 810^=0,0907911 c.Iogsin/S £=0,2539265 

•■^■■^■^^■■^^■^■^ • 

log i>^ = 4,o3i 1078 = io74a>6a log ly = 4>097459i = i25i 5,8i 

Il conviendra de calculer // et i/ par les autres formules (4) $ 
ce qui servira de vérification ; et si Pou désire d'avoir ces dis- 
tances avec plus d'exactitude , il faudra employer les logarithmes 
avec 8 décimales. 

On détermine encore la position du point D par une cons- 
truction qui dispense de tout calcul ^ puisqu'il ne s'agit que de 
décrire sur AB et AC des arcs respectivement capables des angles 
observés >^ et j8 : sur quoi , vojez la Trigon. de Legendre ou ceHe 
de Lacroix. 
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87. Si an lieu d'observer les distances au zénith des points A^ 
Bj C, on mesurait seulement les angles CDB=:a, CDAz=z^, 
ADB=2y qui forment les faces de la pyramide DABC, il est 
clair qu'en nonunant k, k' , k" les arêtes ou distances inclinées 
DA y DB , DC , on aura , en vertu de la propriété du triangle 
obliquangle ^ 

a* = A:'» + k""" + 2^A:'co8 a 

3* = yt» 4. Â:^* + akk' CQ%^ 

c» = A* + A'* 4- a*A:'cos>. 

La combinaison de ces équations mènerait aux valeurs k , k', 
k' 'y et parceque le volume y de la pjramide triangulaire DABC 
est^ comme nous le démontrerons tout-à-Pheure , 

^ = i;t>t^ytV[8in2sin(2 — a)8in(2 — ^)sin(2— >)], 

En faisant 2 := ***" "^^ , on aurait la hauteur H de cette pyra- 
mide en divisant le volume F' par le tiers de l'aire du tri€uigle 
ABC, qui est 

p exprimant la moitié du périmètre de ce triangle. 

Quant à U projection du point /? sur le plan ABCj «Ile serait 
donnée , comme ci-dessus, par le moyen des distances horizon- 
tales D, ly , ly^ Or ces distances sont &ciles k déterminer; 
puisqu'elles sont les bases des triangles rectangles dont on connaît 
maintenant les hypothénuses k, k', k" et la hauteiur commune ff. 

L^élimination sur laquelle cette solution repose en partie ^ ne 
laissant pas cependant d'être très-laborieuse ^ nous supposerons 
pour simplifier les opérations, que Ton connaît, outre les angles 
^f 1^9 y» l'un des angles que les arêtes de la pyramide font avec 
les côtés de la base A,B, C\ alovs la résolution des triangles qui 
forment les faces de la pyramide , -et dans lesquels on connaîtra 
deux angles et un côté opposé à l'un d'eux, ou deux côtés et un 
angle, donnera les longueurs A:, k', A*, et par suite le volume /^ 
de la pyramide, ta hauteur H et la projection du pied de cette 
hauteur. 
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Alla de no rien laisser à désirer sur les principes de cette nou- 
velle solution, occupons-nous de la recherche du volume d*un 
tcHraedie donné par les trois arêtes et les angles plans de son sommet. 

Dans un trës-beau Mémoire sur les Pjramides , inséré parmi 
ceux de l'Académie de Berlin, année 177?^ Lagrange a traité 
cette question à priori par une méthode purement algébrique , 
et avec beaucoup d'élégance; mais en déduisant le volume dont 
il s*agit de celui du parailélipipède qui aurait pour arêtes con« 
tiguës les arêtes mêmes du sommet du tétraèdre , le calcul sera 
fort simple. 

Fic.aS Concevons, par exemple^ une pjramide AMM'M' ajant pour 
base le triangle MM' M' , et pour sommet A l'origine des coor-^ 
données rectangles. 

Désignons par 

'les coordonnées des points 

M, M, M'-, 

par c, </, c" les côtés de la base respectivement opposés aux angles 
M, M', M'i 

Par y , y\ y' les angles plans du sommet , opposés aux côtés 
c c f c • 

Et enfin par a, tf', a' les arêtes AM ^ A M', AM' ) on aura 
évidemment 

^^^y^+z'^^a'^S (X— x')*+o— yy+(s— *')*=c-'*i 

Développant les prenuers membres des équations (3) , réduisant 
à l'aide des premières (i) , et mettant pour c*, c'*. . . . leurs va- 
leurs al^ 4- a'^* — ^a'a'cosy , on trouvera , réduction faite, 

x^' +yy + ^^'' =^ ^^' ^^^ y \ (^)* 

xaf 4-^y ^zz' ;=aa'cos>^| 

Actuellement 
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Actuellement si on imagine un parallélipipëde dont les arêtes 

contiguës soient a, a^ a' y et si de plus Ton suppose qu'une des 

faces de ce corps 9 la face AM'M', par exemple^ coïncide avec 

le plan des :r^ , de manière que Tarête a' soit en même temps 

sur Taxe des o;^ ce qui ne peut manquer d'abréger le calcul V 

on aura nécessairement z' = z' = 0| et z sera la hauteur du pa- 

rallélipipède. Or Taire de sa base étant aVâin> > son volume J^ 

sera 

JP^=&Vzsin>: 

reste donc à trouver z en fonction des données. Pour cela ^ repre- 
nons la relation xx' ^ yf ^ zûd ^==i aa' 00%^ trouvée ci-dessus^ 
laquelle se réduit à 

x^ ^yy =.^^' cos j^^, 

à cause de 2^ = 0. et nous en tirerons 

ad CO8 v*' — xjf 

•^= 7 

Mais il est aisé de s*assurer que ^rssacos^^^^ od ^ss:. d co%y ^ 
y zs^a! %iay : donc 

^^^^ Û (C08>*' — COS ^ C08 y ) 

D*un autre côté ^ si du point M on abaisse une perpendiculaire 
p sur l'axe des x , ou ce qui revient au même sur a'> Tezpression 
de cette perpendiculaire sera 

pis=ia%\nyf 
et à cause de 

on aura 

z = jr^ V^sin*3^ sin*;^' — • (cos y' — co^y cos y' y. 

Enfin le volume cherché de la pyramide, qui est évidemment le 
sixième du parallélipipëde , sera 
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La quantité radicale peut être mise sous une forme plus symé- 
trique ; car comme elle résulte du produit des deux facteurs 

sin y sin y + cos y'-^ cos y ces y et sin y sîn>'— cosy^'i^ cosy cos y^ , 

le premier devient 

eo»/-co8(;.H^y) = «iii(î^i^)sm(2d:^') , 
et le second 

= CM (> - y) - 00. /= , dn (t±^) .In (li^). 

L'expression dn volume F'de la pjramide sera donc telle que nou» 
Savons donnée plus haut. 

88. Avant de reprendre notre sujet , tirons quelques conséquences 
des considérations précédentes. D'abord ^ si /? , ^^ r est la seconde 
extrémité de la diagonale du paraUélipipède , menée par l'origine A 
des coordonnées^ on aura ^ quelle que soit la position de ce corps 
dans l'espace 

tt le quarré de cette diagonale sera 

D*=p* + ^+r- = (x+x' + x')* + Cy+y +/)' + (» + *' + *')•; 
développant et réduisant en vertu des relations (i) et (5) ^ il viendra 

Z?* s= a? 4- a'* + a''* + aaa' 00$ jf^ -+• aoflS'cos >' + ^^'^^ cos># 

Telle est Texpression à laquelle Legeodre est parvenu par la voie 
de la trigonométrie sphérique ( Géométrie ^ page 1298 ). Notre calcul 
uniquement fondé sur la propriété du triangle rectiligne , mérite 
d'être connu à cause de sa simplicité. 

Si le point p^q^r était pris ait contraire pour le centre de ia 
sphère circonscrite à la pjramide AMM'M' , et que l'on nommât^ 
le rajon de cette sphère > oa aurait ce nouveau système d'équations 
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Développant toutes les puissances indiquées , et de la première 

équation soustrajant successivement la seconde , la troisième et 

la quatrième , on n'aura plus que les trois inconnues p<fr, dont 

les valeurs seront données par les équations 



apx -f- sçjr 4- ^'^'^ " 


-.3* - 


-r- 


-z* s 


= 0, 


sp'x -f- 2(/jr -f- 3/z - 


-af*' 


-/•- 


-«•^c 


=0, 


ap'x + sç'y -j- ar'z - 


-x'»- 


-/•- 


-z'* = 


= 0. 



Lagrange transforme les valeurs àe p, q, r^ tirées de ces 
trois équations, par un procédé analytique très-remarquable-, 
mais notre but étant seulement de faire voir comment les ré" 
sultats de Tanaljse expriment ceux que Pon peut déduire , dans 
cette circonstance , de la seule géométrie , nous considérerons 
chacune des équations dont il s'agit , comme celle d'un plan qui 
aurait pçr pour coordonnées de ses points» Ces coordonnées de- 
vant être les mêmes à la commune section des trois plans , c'est- 
à-dire au sommet de l'angle trièdre qu'ils forment entr'euz, il 
s'ensuit que le centre de la sphère circonscrite au tétraèdre 
proposé sera le sommet de cet angle. 

En donnant aux équations précédente s^ la forme 






I 

( 



on voit que la première équation , par exemple , est celle 
d'un plan assujéti à passer par un point dont les coordonnées 

sont ->'^> |> point qui est visiblement le milieu de la corde AM 

de la sphère. Ainsi les plans dans lesquels est situé le centre 
cherché passent par les milieux des arêtes du^jtétraèdre inscrit. 

Reste maintenant à trouver la position que ces plans ont & 
l'égard des cordes qu'ils coupent : or les équations des projec* 
tiens vcorticales do la droite JlM passant par Torigine, sont 
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9 = ;:'' 



en regardant p$q%T comme les coordonnées d'an point quelconque 
de cette droite, et r comme la coordonnée verticale. 

De plus , le plan qui passe par le milieu de AM ajant pour 
équation la première du système (B) ^ ses traces sur chacun des 
plans coordonnés seront 




(O): 



de la comparaison de celles-ci avec les équations (C), on conclut 
que les deux traces du plan sont respectivement perpendiculaires 
aux deux projections de la droite AM'y donc le plan est perpen- 
diculaire à la droite; donc enfin le centre de la sphère passant 
par quatre points donnés, est à l'intersection même des plans 
menés perpendiculairement aux milieux des trois droites qui joignent 
ces points, 

II est facile de voir que les deux premières équations {B) peuvent 
être mises sous la forme 

7(;-^)+^(»-0+('-t)=-. 

et si l'on avait à-Ia-fois le» relations -=-r,^=^, elles ezi}rime>- 

raient non-seulement que les plans auxquels appartiennent les équa- 
tions précédentes sont parallèles, mais encore elles indiqueraient 
que les points A, M, M' sont en ligne droite; U suit de là qull 
est impossible , dans Phjpothèse actuelle , de faire passer mie 
sphère par quatre points donnés, puisque son centre ne peut être 
dans deux plans diffî^ens^ sans se trouver sur leur intersectioA. 
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Mais ce problême admettrait une infinité de solutions, si les 
quatre points étaient situés sur une même circonférence, parce- 
qu'aJors les plans menés perpendiculairement aux milieux de deux 
cordes quelconques de ce cercle , se couperaient tous , deux à deux , 
suivant une seule et même droite. 

On obtient par la même théorie, et d'une manière non moins 
simple ni moins élégante, les équations de condition qui doivent 
avoir lieu lorsque, dans la transformation des axes, on passe 
d'un système de coordonnées orthogonales à un système de coor- 
données obliques. En effet, si les côtés a, a", a' de la pjramide 
que Ton considère représentent ces dernières coordonnées , et que 
XrZ, X'Y'Z', X'F'Z' soient les angles qu'elles font avec les 
trois axes rectangles, on aura 

j; = a C08 X, y=:acosjr, jssizcosZ, 

af^iza' cos X', y =ia' cos F', z' -=. a cosZ', 

x'' — a^cos X% f = a'^cos r% z"z=za cos Z", 

partant, les équations (3) deviendront 

cos X cos X" + cos ¥' cos JT' + cos Z' cos Z' = cos y 

cosX cos X' 4- cos J^ co^F" + co%Z cosZ''=:cosy 
cosX cosX+cos J^ cos J'' +cosZ cosZ'=zcosy^ 

D'un autre côté , si on ajoute ensemble les quarrés des valeurs- 
précédentes de X ^ y, z, de a/, ^, /, . . . . on trouvera de la; 
manière la plussim{âe, les relaiions connues 

cos*X + cos*jr + cos*Z = r 

COS'X'4- COS*jr'+ COS*Z';=: I 

cos^X'+ cos* J'^Hr cos*Z^=: i ; 

eelles-(d et les précédentes renferment toutes les conditions re-^ 
latives aux nouveaux axes- 

Nous pourrions tirer, de la théorie actuelle, d'autres conséquences 
non moins remarquables, et mettre en évidence plusieurs autres 
propriétés des pyramides *, mais ce serait nous éloigner trop long- 
temps de notre objet: voyez d'ailleurs sur cette matière, le Mé- 
moire cité de Lagrange> et la Géométrie de position de Carnotr 
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8g. Troui^er la plus courte distance de deux lieux dont on 
connaît la longitude et la latitude géographiques. 

On demande , par exemple ^ la distance de Bordeaux au Cap 
de Bomie-Espérance. 

Longitude ouest de Bordeaux s^.Sif . i4') comptée du méridien 

Longitude est du Cap de Bomie-Espérance. . i3o .18.11/ de Paris. 

Différence de Longitude entre Bordeaux et 

le Cap de Bonne-Espérance ^ = i33^. la'. a5' 

Latitude nord de Bordeaux J^J^^^.bo' .iJll' \ sa distance au pôle c r= 55*. g^.4B^ 
Latitude sud du Cap o . 19 .a5 ; sa distance an pôle b = go . 19 .a5 

Soit donc A le pâle, B Bordeaux > Cle Cap de Bonne-Espé- 
rance*, on aura pour résoudre le triangle sphérique ABC, dans 
lequel on connaît deux côtés et Tangle compris j les deux formules 
de Tart. 3o, 

tang ^ s= tangccos^ 

cos C ,w ^x 

C08 a = cos(ô-— ^) 

cot 9 ^ ^ ^ 

log C08 -^ = — 9,8354594 /. cos ( é — f ) = 9 ,8483659 

log tangc = -f- 0| 1 574020 /• cos c "sz 9,7568a3g 

/.tangf =-9,9928614 c.lo6coi» = - 0,1469751 

donc 9 = i35*.a8' . i5'|t cota = *- 9,752164^ 

6= 90. 19.25 donca= l24^â4^4^j^ 
4— f == — "45r8Ïr5Ô%i 

Le degré mojen étant de 57008'= iiiiii*«^ on aura pour la 
plus courte distance de Bordeaux au Cap de Bonne-Espérance 

iiiiii X i34''*^4'*4^% ou II III 1X1^4^1 = i382jmjriamëtres^ 
environ. 

Il est visible que Ton parviendra au même résultat | à Taide 
^s formules 

tang ^ =: tang 6 cos ^ , 

^^^ cosé / ^ v 

Ea effet • 
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eo$A=:'^ 9,8354594 C08 ( c— <^) = 9,9 1 6697S 

tang é = — 3,11480986 C08 6 = — 7,7518945 

I o^eco c.cosf = a,o8357io 

,»ang ç = + 2,o83558o ^ ' ^ 

c= 55 . 9 .46 donca=ia4-.^'.45%5 

c — <p = — 34•.al^5a^4 

c*est^ à ^ de seconde près, la même valeur que ci-des8u9« 

90. Déterminer rétendue superficielle d*un pays dont on a 
fait la triangulation. 

Les triangles qui couvrent le pajs dont on a levé la carte , 
présentent souvent une sorte de ramification continue autour du 
centre du lieu principal ; mais quand même ces triangles ne 
seraient pas liés immédiatement les uns aux autres > la question 
proposée serait toujours réduite à calculer les aires des triangles 
ou des quadrilatères sphériques qui composent Taire du terrein. 
Si les triangles ont peu d'étendue^ on les considérera comme 
des triangles rectilignes^ et dans cette hypothèse, on sait que 
Taire de chacun est égale à la moitié du produit de deux de ses 
côtés quelconques, par le sinus de Tangle compris^ ou bien si les 
trois côtés sont a, h, c, et que leur demi-somme v= /? , on a^ 
en appelant S Taire cherchée. 



S = )/^p{p^a){p^b){p'^c). 

Enfin si on connaît les distances à la méridienne et à la per- 
pendiculaire des points situés sur les limites mêmes du terrein 1 
il ne s'agira que de calculer les aires des trapèzes et des triangles 
r^^lignes rectangles, comme on Tenseigne dans tous les livres 
dé géométrie élémentaire. 

Mais envisageons Tobjet actuel sous son véritable point de vue, 
et pour cet effet partons de la formule connue 

i désignant l'excès des trois angles du triangle sphérique ABC 
sur deux droit$. Lorsque Taire de la sphère est évaluée en triangles 
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tri-rectangles (Géom. de Legendre, page 22^), l'excès ê réduit 
en parties du quadrans (3i)^ exprime Taire même du triangle 
ABC\ alors si S est la surface de la sphère , donnée en mesip'^^ 
connues, on aura € exprimée en mêmes mesures^ par le quatrume 
terme de cette proportion > 

puisque la surface de la sphère est composée de huit triangles 
tri-rectangles. Or cette surface «S=4'^p% p étant le rayon d« Ja 
sphère , et ^ le rapport de la circonférence au diamètre. Donc 
pour les triangles sphériques qui font partie de la surface du globe 
terrestre, on a 

5 = 4^ X (6366i98«^')s et logg^= u,8o388oi; 

Ainsi pour avoir Paire d'un triangle sphérique, au logaritbcne 
de Pexcès de ses trois angles sur deux angles droits, exprimé ea 
grades ou parties de grade, on ajoutera le logarithme constant 
ii,8o388oi , et la somme sera le logarithme de l'aire du triangle , 
évaluée en mètres quarrés. On voit par là avec quelle prompti- 
tude on obtiendra Taire d*un poljgone décomposé en triangles 
dont les angles sont connus. 

FiG.i Maintenant, supposons que les côtés b, e, qui comprei^ltnt 
raDgle\/^, soient prolongés jusqu'à ce que les arcs Aa^ B^ 
soient égaux chacun au quart de la circonférence; alors les angles 
a et jS seront droits , et l'aire du triangle isocèle Aa^ , qui, en 
général, =^ + a+i8 — 2% deviendra =b-^. Il suit de là que 
l'aire du trapèze sphérique ct^BC, ou Aetfi^-^ABCzszB+C'-^aU 

Mais par les analogies de N^per, démontrées à l'art. a8, 9/^ 



tang|(5+C7)«=coti>fî^^|^^. 

Donc si on désigne par 2 l'aire du quadrilatère dont il s'agit, 
on aura 



ta,.gf=c.,(^) = --^^; 



%• 



ensuite 
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ensuite 



."M . -^ 



et si on nomme p, p' les deux côtés J5|8, 6U du quadrilatère^ 
perpendiculaires, à la base «j8 = ^, ensorte que ;7 = i^ — ô, 
p' zz^zV-^c , on aura pour la détermination de l'aire 2j la 
formule 

sin ( ^^ s- J 

Cette (bnmile^ que nous Venons de démontrer d*après Lâf^atige 
( Trig. sph. , page ^^j^, 6^ cahier du Journal de TEcole Pol/teoh.) , 
est très-utile pour mesurer les siir&ces sphériquea terminés par 
des arcs de grands cercles. Le mojen d'en faire l'application > est 
de décomposer le poljgone sphérique, qui représente l'étendu^ du 
pajsà mesurer , en quadrilatères formés par les lonj;uaurs des per- 
pendiculaires k la méridienne et par les arcs de la méridienne 
interceptés entre ces perpendiculaires. On pourra aussi^ pour l^s 
grands États , se servir avec le œ&aip a'ifiintage , des cercles . de la- 
titude et des arcs de T^quateur compris entre ces cercles. Quant 
à la manière de déterminer l'aire d'un triangle sphériqoe par les 
trois côtés j consulte? les ouvrages <ûtéi de Lagrange et de 
Legendre. 



*^^t^t^^i^^^^f^^tmi<%f^f^i^ f ^ 
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CHAPITRE XIV. 



De la théorie anàlfftique de lajigure de la terre. 

91. Il est probable que les dimensions da globe terrestre ont été 
conBues dans des temps fort anciens \ cependant la première me* 
sure qni ait répandu quelques lumière» sur la théorie actuelle ^ 
est celle que Picard exécuta en France, vers la fin du ly^' siècle. 

Si la terre était parfaitement sphérique 9 tous les degrés des 
méridiens seraient égaux } mais quels que soient leurs rapports 
enlr'eux, il est évident que si ^ à un point quelconque de la terre, on 
mesure la hauteur méridienne d'une étoile, et qu'après »'ètre avancé 
vers le pôle élevé, par exemple, on mesure encore la hauteur 
de la même étoile , l*arc parcouru sera d*un degré , en supposaat 
que la diflPérence des hauteurs méridiennes de l'étoile soit elle* 
même d'un degré. A la rigueur, l'angle formé par les verticales 
des deux stations, ou V amplitude àe l'arc intercepté, est égale à 
la différence des hauteurs méridiennes, moins l'angle sous lequel 
en verrait, du centre de l'étoile , l'arc parcouru Ç^) \ mais l'on a 
reconnu que ce dernier angle est insensible (i 19). 

Noua avons fait voir dans les chapitres précédons comment on 



fIG.ag (*) Si l'on formait quelque doute à cet égard, soit ^Cla verticale, et AIT 
Thorizon de A : soit pareillement BC la verticale , et BH' l'horizon de B. Cela 
posé y la kauteur méridienne^ de l'étoile E sur l'horizon de A sera représentée par 
Tangle EAH=zh\ la hauteur de cette étoile sur l'horizon de B sera de même 
représentée par l'angle EBH=: ht. Or l'angle C a pour mesure l'arc AB , et 
comme les angles HAB ^ HBA sont égaux et qu'ils ont chacun pour mesure- 
isLTcAB, il s'ensuit que HAB'j~HBA=iC. Donc les trois angles du triangle 
EAB, ou a*=:£ + A+(2»-.A') + C. Donc enfin C=h — h'-^E, 
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^termine rigoureusement , par la trigonométrie^ la longueur 
d^un arc terrestre^ et nous exposerons par la suite les moyens 
d'observer avec précision les latitudes des extrémités de cet arc* 
C'est ainsi que l'on est parvenu à connaître la grandeur des de- 
grés des méridens sous différentes latitudes^ et que l'on s'est con- 
vaincu de leur accroissement de Téquateur aux pôles; il s'ensuit 
donc que la terre est aplatie vers les pôles^ et renflée vers l'équa- 
teur. La théorie vient aussi à l'appui de cette conséquence^ car 
en supposant que notre globe > doué d'un mouvement de rota* 
tion, ait été originairement une masse fluide^ il a dû prendre # 
en vertu des lois de la mécanique et de la pesanteur^ la forme 
d'un ellipsoïde de révolution; et en effets Newton démontra que 
si la terre était homogène^ son aplatissement serait de ^^^ ce 
qui s'éloigne peu des observations (jS). Cependant la comparai- 
son des divers degrés mesurés à Téquateur^ en France^ en Pen- 
sjlvanie^ etc. donne lieu à décider que les méridiens sont diffé- 
rens entr'eux et n'ont pas la forme elliptique. 

Yoici le tableau de ces principaux degrés , ave& fes latitude! 
de leurs milieux j exprimées suivant la division du cercle en 
400 grades. 



LIEUX 

des 
Observations. 



Le Pérou 

Le Cap de Bonne-Espérance. 

La Pensylvanie 

L'Italie 

La France 

L'Autriche 

La Suède 



LATITUDES 

boréales. 



LONGUEURS 

des grades 
en toises. 



. .o'',oooo. 1 .61077' >7^' 
.37 ,0093. 1 .5i333 ,3o. 



.43 ,5556. 
'4? >7963. 
.5i ,3327. 
.53 ,o9a6. 
.73 ,7037. 



.51199 ,ao. 
.5ia8i yio. 
.5i3i6 ,58. 
.5i366 ,60. 

. 51473. fOJ. 



NOMS 

des 
Observateurs. 



. Bouguer. 

.. Lacaille. 

. Mason et Dixon. 

.Boscoyich etLemaire. 

.Pelambre etMéchain. 

.Lies^anig. 
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C'est surtout dans ces derniers temps.^ et lorsqu'il a été ques- 
tion d'établir le système métrique en France, que les savans 
ont créé de noinrelle$ méthodes analytiques pour déterminer la 

Aa 3 
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longueur du quart du méridien ^ .d'après les nouvelles mesurée 
des degrés^ déduites de U longueur de l*arc compris entre Dua- 
kerque et Barcelonne. La théorie que Laplace a donnée à ce 
su}êt> dans sa Mécanique Céleste^ est une des rastes concep- 
tions de cet illustre géomètre , et c'est celle que nous allon» 
tâcher de développer de manière à retracer la voie des démons- 
tratipns de plusieurs formules dont l'auteur suppose que l'on ait 
connaissance. 

Méthode pour déterminer la courbe du méridien terrestre, 

ga« Si la terre est réeUeoienfc un sphéroî^ ir régulier^ le mé- 
ridien terrestre est. une courbe à double courbure, qui cependant 
doit d*autant moihs différer de la courbe résultant de l'intersec- 
iion du plan du nfiéridien ; c^leftq avec la surface de la terre , 
que celte sarËice s*apprbche ptw.de celle de l'ellipsoïde (art. 77). 

« Pour déterminer ieértecoorlie, nepréseiïtoiis par ii:s=:o i'équa* 
y tÂpo A^.M mrface de la tei^re^ u ét^ut une. fonction des trois 

> coordonuiées oni^pgpnale^ ;r/z : ensorte que uz=zzf(^x,^, z), 

> y dénotant le signe d'une fonction. Soient x^y'z' les trois coor- 
^ de la verticale qui passe par le lieu de la surface de la terre, 

> déterminé par le;s coordonnées xyz 9, et supposons que yz 
soient les deux variables indéfieiidjMUes. En différenciant l'équa- 
tion 24=^:^6 dans cette hjpdtfaèse^ on aura^ z étant d'abord con- 
isidérée' domme constante , ' 

jfet ensuite JKi 



(£)''-+(s)'^=<- 

■^ Ces deux équations diÉférentiell es appartiennent respectivement 
|!aux sections faîtes par&ltèïement aux plans des xjr et des xz 
^Caleiii dîBT. de Lacroit; page iS5), et l'on en tire 



f. , . /du\ /du\ 
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La valeur de j- est évidemment ocHe de la tangente trîgono- 

métrique de Tangle que la tangente à la courbe de section fait 

avec Taxe ded a:j de mâme la valeur de ^ estcelledelatapgente 

à la seconde section; on aura donc^ pour les normales relatives 
à chacune de ce$ sections j 



dy _ \dy) dz' _ \dz ) 

\Tx) 



(i)' 



ou en chassant les dénominateurs > 



(ë)''y-(|)''^=«" 
(e)*'-(£)'^'=''- 



En ajoutant à la seconde équation > la première multipliée par 
Tindéterminée X, on en tirera 

t te; ) 

or celle-ci et les deux précédentes peuvent se mettre sons la forme^ 



(i) (S) !(^) 



et Tbn sait que qhand les é^iiations d'une droite sont 

■ ■■ ■ ■ . i . ' ■■ i ■■ 

et qiic réquatîoh du plan est '\ "' \ 



* i • I * rt , • • 



190 TRAITÉ DE GÉODÉSIE, 

on a l'équation de condition 

lorsque la droite ett parallèle au plan (Feuilles d'Analyse de 
MoDge). 

Cette dernière équation se vérifiant à l'aide de celles (^)j 
puisque Ton a 

K|)+(^)-(?.)~Kç)=»' 

jia + Bb + C =0, 

il s'ensuit que le plan quelconque donné par la troisième équa« 
tion (Z) est parallèle à la normale menée par le point jfy:^ , c'est- 
à-dire^ est parallèle à la verticale passant par ce même point. 
« Cette verticale j prolongée à Tinfini, se réunissant au méridien 

> céleste, tandis que son pié n'est éloigné que d'une quantité 
» finie, du plan de ce méridien , elle peut être censée parallèle à 
» ce plan (art. 70 )» L'équation différentielle de ce plan peut 
» donc coïncider avec la précédente, en déterminant convenable- 
I» ment l'indéterminée X. Soit 

dz^ SE adaf H- bd/ , 

> l'équation du plan du méridien céleste; en la comparant à la 
^ précédente , on en tirera 

(S)- (ê)- *(!)=•• w 

> Pour avoir les constantes a etb , on supposera connues, les 
i> coordonnées du pié de la verticale parallèle à Taxe de rotation 
Y de la tere , et celle d'un lieu donné de sa surface. En substi- 
p tuant successivement ces coordonnées dans l'équation précé- 

> dente, on aura deux équations au mojen desquelles on déter- 
y> minera a et b. L'équation précédente, combinée avec celle de 
y> la surface, u=o, donnera la courbe du méridien terrestre qui 
» passe par le lieu donné 9. 

Si la terre était un ellipsoïde quelconque^ u serait une fonc- 



Ui 
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tion rationelle et entière du second degré ea xyz) c^est-à-dire quo 
l'on aurait eu général 

+ A'x +By +Cz 
^A'xy 4- B'xz -:h Cyz 

L'équation (a), dans laquelle ^^^ , ^V C^\ sont des^ diflFé- 

rentielles partielles de u, appartiendrait alors à un plan dont Tin- 
tersection arec la surface de la terre formerait le méridien ter- 
restre; mais dans le cas général^ ce méridien^ comme nous l'avons 
dit^ est une courbe à double courbure j et diffère de la ligne dé- 
terminée par les mesures géodésiques^ 

Nous n'expliquerons pas comment on peut tracer cette ligne 
SUT la terre , parceque l'opération qu'il s'agit de faire à ce sujet 
est suffisamment indiquée dans lès articles ( 70 et 124). Nous 
observerons cependant que les lignes tracées par les opérations 
géodésiques ont la propriété d'être les plus courtes que l'on puisse 
mener sur la sur&ce du sphéroïde; leur premier côté , dont la 
direction peut être supposée quelconque ^ est tangent à la surface de 
la terre; leur second côté est le prolongement de cette tangente, 
plié suivant la verticale; leur troisième côté est de même le 
prolongement du second côté, plié suivant la verticale, et ainsi 
de suite. 

« Yojron» maintenant quelles lumières peuvent donner sur la 

> figure de la terre , les mesures géodésiques faites , soit dans le 
y> sens des méridiens , soit dans le sens- perpendiculaire aux mé- 
» ridiens. On peut toujours concevoir un ellipsoïde, tangent à 
y> chaque point de la surface terrestre, et sur lequel les mesures 
» géodésiques, les longitudes et les latitudes, à partir du point 
y> de contingence, dans une petite étendue, seraient les mêmes 
3> qu'à cette sur£sice. Si la surface entière était celle d'un ellip* 
y> solde, l'ellipsoïde tangent serait partout le même; mais si, 
» comme on a lieu de le croire , la figure des méridiens n'est 

> pas elliptique, alors l'ellipsoïde tangent varie d'un pays à l'autre. 
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» et ne peut erre déterminé que par des mesures géodésiques faites 

> dans des sens différens. Userait très-iutéressant de connaître ainsi, 
V les ellipsoïdes osculateurs d'un grand nombre de lieux sur la 
» terre ». 

Equations de la plus courte distance sur la surface 

de la terre. 

€ Soit M = a:*-f-j^+z*— .1— 23ti/ = o, Téquation delà sur- 

> face du sphéroïde que nous supposerons différer très-peu d'une 

> sphère dont le rajon est l'unité > ensorte que a est un très-petit 

> coefficient dont nous négligerons le quarré (Note de l'art. 76). 

> u' peut toujours être considéré comme fonction des deux seules 

> variables x et y, car en le supposant fonction de x,^ , z, on 

> peut en éliminer z, au moyen de l'équation z=:t/T — x^—^j^ \>, 
que l'on obtient dans l'hypothèse que la terre est une sphère. 
Cela posé, si l'on différencie successiyement, pac npport kxyz, 
l'équation précédente en «^ , on en tirera 



(ë) 









(I) 
(S) 



2z; 



substituant ces valeurs dans les équations 

ddxzz 



(ê)"*» 




(rp' 



(è)' 




^*— (37V^r=o 



qui sont celles de la ligne la plus courte sur la surface de la 
terre, (Calcul des variations, par Lacroix), on aura 

xdy 



•^ 
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nous désignerons cette ligne sous le nom de ligne géodésique. 

« Nommons r, le rajon mené du centre de la terre à sa sur-Fic.So 
3» face; l'angle que ce rajon fait avec Taxe de rotation que 
V nous supposerons être celui des z^ et (p Tangle que le plan 
> formé par cet axe et par r , fait avec le plan des xz\ on aura 

r=rsin9cos^; y=rsin9sinç; z = rcosflj (^A) 
di£férentiant les deux premières par rapport à ^ ^ il viendra 

^0: = — rsinflsinç^(p, rfy = rsin9cosÇi/(p; 
multipliant ces quatre équations en croix ^ on obtiendra 

xdy — ydx c= r* sin»flrf(p ( sih*(p + cos*(p ) = r* sin*9rf(p. (i) 



Différentiant la première et la troisième équation (^) , on 
aura^ en considérant seulement jc^ z et comme variables^ 

i£rs=:rcosdcos^£/d , £/z=: — rsinfli/fl j 

de là on tire^ par le même procédé que ci-dessus , 

xdz-^zdx^: — r*sin'flcos(prf8— r*cos»9cos<prf9 I , . 

s=:_7-cos(pdB(sin^flH-cos*9)=— 'r*cos?rf8 j* 

Différentiant pareillement la deuxième et la troisième équation (^, 
on aura 

<:^ ;s r ces 9 sin^rffl , dz:si'-^r9inyQ } 

et comme ci-dessus^ 

ydz'^zdy = — r* sin^flsîn (prffl — r» cos»flsin (pûf9 ) . j . 

=— r*sin(prffl(sin*fl+cos*fl)s= — r*sin(prffl (* 

Bb 
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Enfin les équations (a) et (3) éfant multipliées respectivement 
par cosp et sin^, donneront, en les ajoutant, 

(xrfi— Zi/a:)cos(pH-(/&— zrf^)sinç=— r*dB(co$*(p4-sin*ç^ 

Maintenant si Pon fait tout varier dans les équations (^) , 
on aura 

//x = ^r sin flcos(p + rcosfl cosf /f0— rsin0sin(pi/<p 
dy = dr sin sin ^ H* rsind cosf ^/cp+rcosOsinf ^/tp 
dz = drcosQ — rsin 9rfô. 

Quarrant toutes ces équations, ajoutant et réduisant au mojeii 
des éqiiarions sin*(p + cos*vp=:i^ sin*d-4"<^<>^*d^=i/ ^^ ob^^^^^^> 
à cause de d^^=:djc^+dy^'j^dz*, 

d^z=.dT^+ r*sin*fl d<p^ + r^d^. (5) 

iL En considérant ensuite i/ cotnme fonction de :r et de jr, et 
> désignant par -s|/ la latitude du point M' {Jig*^) , on peut sup- 
^ poser dans cette fonction ^ r:=: i et -s|/ = loo""— -6, ce qui donne> 
9 au lieu des équations {A), 

a: = cos\|/Cos^, ^=scos4sin<p} {B) 

et puisque z/ est fonction de x, y, il Pest aussi de «si/et ^; OA 
a donc 

tt'=/(a:,j); z/=/(4,(p)} . 

différentiant ces équations, il vient 

c mais on a^ en vertn des équations (B), 

te' -hy ss C09* ^ , •Js=:tang(p; 
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» d'où l'on tire par la difiGSrentiation , 

> En substituant ces valeurs dans Inéquation différentielle précédente 

> en u' , et comparant séparément les coefficiens de ^ et dedy» 

> on aura 

* 

(du^\ ^ ^ C08 » /^\ rin» ^^" \ 



■ 

soustrayant la seconde de la première ^ après avoir multiplié l'une 
et Pautre respectivement par ddjr, ddx, on aura^ en faisant at« 
tention que les relations (^B) donnent 



^ co»4 ^ 0084,' 

Or en négligeant dans les équations (O) les quantités de Perdre a ; 
on a 

xddy -^ydâx = o. 

De plus, les dent équations xddz-^zddx:=io^ yddz-^zddy^io 
étant multipliées respectivement par zj:^ ;^ et ensuite ajoutées 
entr'elles^ donnent 

L'ëquation jj*-f^4.z»=: i fournit, en la différentiant deux foii 
de suite et en regardant dx, dy, dz comme variables, 

xddx-^yddy'\-zddi + {dai^'^dj*+dx,^)i=iO, 

on à cause de 

Bb a 
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xd'x -^yd^y + zd^z + rf^* = o. 
En substituant ici pour zd^z sa valeur précédente, on aura 

OU bien . 
OU encore 

xd^x ^yd^y s= — &• cos•^|/. 

Fartant > l'équation (C) devient, à cause de xâT'jr—jr^^jr ss , du 
moins à très-peu-près ^ 

La première des équations (O) donnera ainsi en l'intégrant, 

/(^xddy '^yddx) =/ « (•-^jd^^=^jd.(jcdy^^ydx):==.{xdy — ydxi + const^ 

c'est-à-dire, à cause de l'équation précédente (i), 

r^dip sin*9 = cds -f- adsfds (^) } {p) 

c étant une constante arbitraire. 

La seconde des équations (O) donne évidemment 



d. {xdz — zdx) = a f-^) ddz : 



si nous reprenons celle o]btenue plus haut, 

on aura sur-le-champ, en réduisant et en y substituant pour 
a:*+jr% et xddx+yddy leurs valeurs trouvées précédemment. 
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mais à cause de a;*+jr*+z* =51, on a 

donc 

partant 

4/. ( j:& •—• zi/x) ==: -— fluii* (-^j 8În 4 , 

on a pareillement 

L'équation (4) deviendra > en vertu de ces valeurs intégrées , 

+ ads cos <pfds (-g^) sin^ 
+ ct^ sin ^jks ( J-) sin4 î 
et substituant poujp Tgj)* (-y) leurs valeurs précédentes, on aura 

T^dB = cfds.%\n (p + c'ds. co% ç 

— adscos^Cds {(^j eos ç + T-j-J sin^ tang >(/l 

— a^jsîn(pyi&{(5^)sin(p-.(-3-)co8(ptang4}^ (y) 

jRecherche de l^expression de Varc du méridien terrestre. 

94* « Considérons d^abord le cas dans lequel le premier côté de la 

> ligne géodésique est parallèle au plan correspondant du méridien 
1» céleste. Dans ce cas, d^ est de PorJre a, ainsi que dr\ on a 

> donc^ en négligeant les quantités de Tordre a^ dans l'équation (5), 
p ds=i — rdA, Tare ^ étant supposé croître de Véquateur aux 
» pôles ». 4 exprimant la latitude, il est facile de voir (et j'ai 
d*ailieur8 démontré, dans le cinquième n'' du Mémorial du Dépôt 
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général de la Guerre, page 176), que Ton a fl=:ioo*— 4— ^t^V 
ce qui donne par la différentiation^ 



D'ailleurs, à cause de a:*+j*+z* — i — 2ctu'=o, on a r* — i — nxu'z 
etparconséquent</r=a — , ou simplement dr:=€uiu' , puisque 
rs=: I à très-peu-près. D'un autre côté , puisque 



on aura, en substituant dans ds:=i'—rdQ pour (Xet r leurs va* 
leurs précédentes j 

= </4 { I + «/ H- * (-^) }. 

en négligeant toutefois les quantités de Tordre a*. 

Pour intégrer cette équation > soit |iH-flW^'H-*rT^j|=X, on 

aura ^=yXA|/. Or on sait, par la méthode générale des inté- 
grales approchées (Calcul diff. et intég. de Lacroix), que 

Farconséquent, entre les limites '^ et ^^^ qui représentent les 
latitudes des deux extrémités de Parc ^ j on aura 



s 



(.+^,H..(^)).+^((^) + (0))+.., 
• + "{< + ($)} + S{($) + (#)}+ •' 



€ désignant ^^-^o c'est-à-dire la différence en latitude des deux 
points extrêmes de Tare s, et i/^ étant ici la valeur de u' à Torx^ 
gine de s. 
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Examen de V écart du méridien terrestre , du plan ^un 

même méridien céleste. 

gS. « Lorsque la terre est un solide de révolution^ la ligne 

> géodésique est toujours dans le plan d'un même méridien ; elle 

> s'en écarte si les parallèles ne sont pas des cercles; Pobserya-- 
9 tion de cet écart peut donc nous éclairer sur ce point impor* 
^ tant de la théorie de la terre. Reprenons Péquation (/7) et obser- 

> vous que dans le cas présent d^ et la constante c de cette équation 

> sont de l'ordre «^ et que l'on peut j supposer r =; i ^ dszsid^ et 
j> Osssioo*— *4'} on aura ainsi 

d(p cos*^f/ = cd^ -f- ad^fd^ V^r ^P'^ 

> Maintenant si Ton nomme V, l'angle que fait le plan 
» du méridien céleste avec celui des xz, d'où Ton compte 

9 rorigine de l'angle ^} on aura visiblement ^ =s tang V p 

^ kfis* ^i)> ^y^ étant les coordonnées de ce méridien j dont en 
» a vu ci-dessus que l'équation différentielle est 

d^! =3 adod -f- hdy : 

en la comparant à la précédente^ qui peut se mettre sous la 
forme 

o =S3 ^— tang Vdaf, 

m 

on voit que a etb sont infinis : en effets dans celle-ci la diffé- 
rentielle daf est censée n'avoir disparu que parceque son cœffi^ 
=Oj on peut donc écrire 

ox ^-t'ss^ — tangFiiy , 
dz'^:^'^S^daf+'-dy. 



ou bien 



on a donc 



o ' o 



^, et b=,i 

O ' O 



Divisant ces deux dernières équations Pune par l'autre^ od 
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obtient 

et puisque a et b sont infinis^ Téquation (a), se réduit à 

donc 

Eliminant les coefficiens différentiels dont nous avons trouvé 
la valeur, on tirera 

o = X tang P^-^y — (* (^) tang r + c^ (^). 

On peut supposer J^=^ dans les termes multipliés par a; de 
plus, *^ = tang ^> on a donc, en divisant par x, Péquation précé^ 
dente, 

f ang^ — tang T^-r, ^ r-^ — ^- — . — ;=:■ *^ — ; ^^ — ^^ ; 

»▼ O CO54CO89 C084COS9COS^ ' 

substituant pour Cj^\ ('T'J leurs valeurs (pag, iqS), on aura, après 
la réduction qui se présente naturellement ^ 

fang<p — tang^p- eo8«4co»«? = Sb?473??' 

on bien 

cos^^ cos(p (tang(p ~ tang V) = ^^^-^^ ; (i)) 

mais par les formules trigonométriques connues; 

tang (D — ^ tang V = — ^- r^ ?= — ^^ $ 

°^ ° COSfCOS^ C08fC089 

à cause de cos J^:=:ces(p, à très-peu-près } donc Téquation (p) 
deviendra 1 réduction faite ^ 

sin 
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puisque ^— /^ est un très-petit arc. 

Il est facile de voir, en considérant les arcs P3f^ Pilf^ comme 
des portions de circonférence , que Ton a MM'z=i (^ — /^)coS'>|/-/'^'* 
c'est la distance de l'origine de la courbe au plan du méridien cé- 
leste ; et comme le premier côté de la ligne géodésique est supposé 
parallèle au plan de ce méridien , les différentielles de l'angle P^ 
et de la distance dont on vient de parler^ doivent être nulles à cette 
origine : on a donc à ce point 

d.((p — F^)cos^(/ = d^ cos-nJ/ — ((p— y) nn'^d'^^= o > (E) 

d'où l'on tire 

^=(<p-.F)tang4} 

et en éliminant f -— «/^^ à l'aide de sa valeur précédente^ on a 
D'un autre côté^ l'équation (p^) donne 



3if'""c0«*4 008*4 ' 

donc 

C08*4 C08*4 "^ C08*4 ^ 

donc j à cause que i/^ et %(/, se rapportent à l'origine de Tare Sp 
ti enfin 

Ce 
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Il est visible qu'à l'extrémité q de Tare mesuré , le côté mç 
de la courbe, fait avec le plan du méridien céleste /ti/z, un angle w/ny, 

à très-peu-près égal à -^î puisque Ton peut prendre Tare pour la 

tangente^ dans le cas actuel-, on a donc 

nq d. (»— y)co84 

V étant supposé constant dans la différentiation -, en désignant 
donc cet angle par ^j on aura, en vertu de Téquation (E), 



^tr = ^ cos-4/ — ((p — /^) sin4 î 



si Ton remplace ^ par sa valeur, et que l'on élimine <p— ^, 
on aura 



et 



(•5^)t^64. */*^(^) -(^)*'»°64 



4iar;=: — - , + 



cos 4 cos -^ cos 4 

' {(f)'"8+-Q""6+H-/*^-(f)}' 



COS -4. 



€ Tintégrale étant prise depuis l'origine de l'arc mesuré jusqu'à 
V son extrémité »• 

Pour intégrer le dernier terme de cette équation, soit 4=4'i+<# 
ou bien '^^^ =;%|/— •€=•>!/ -*fi^, et soit en outre i/, ce que devient 
u^ lorsque •>(/ se change en %(/,; on aura d'abord par la méthode des 
intégrales approchées, et en négligeant les puissances de €, 

partant 

-=^{(^)'«"ï(+-')-(^)'«»«++(i^)'} 

réduisant tous les termes au même dénominateur, et dévelop- 
pant-^ qui donne (7^) + (7^) ^4-* • • • / puisque u' est fonc- 
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tion de «^^ on aura 



cotç 



^iïïi±_j-{Qt«.g+..+(^).+} 



^{(f)""8+-«+(^)'}(-+"»"e+)-i 



atitanRvl f/<fa^ 



OU simplement 

* 

« les valeurs de •>(/, T^) et fj^jj) devant se rapporter ici^ pour 

9 plus d'exactitude, au milieu de Parc mesuré. L'angle «doit 
1» être supposé positif, lorsqu'il s'écarte du méridien ^ dans le 
)» sens des accroissemens de ^ »• 

'Expression de la différence en longitude y des deux méridiens 
célestes passant par les extrémités d^un arc du méridien 
terrestre. 

i 

96. « Pour avoir la différence en longitude, des deux méridiens 
» correspondans aux extrémités de Tare, nous observerons que 
y i/^, f^t, 4'i> 9i étant les valeurs de t/, V^ •>(/ et 4) à la pre- 
)» mière extrémité , on a^ en vertu de ce qui précède j 



« 



\^) ^ rr \^/ 



Mais a tres-peu-pres ^= — - \x ' ^ == *(-j^Jtang>[/„ ainsi 

qu'on l'a vu ci-dessus; et comme on peut faire ^(p;=^^-^, , 
€^ =>!/•— «4/1 = €, on a 

C.ê 



^ — ?.: 



coè*4i ^ 



parconséquent si l'on soustrait l'une de Vautre les équations (G) , 
on aura 
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et si on élimine ((p — f,), on obtiendra 



r. 



C08*4i C0d*4' cos*4i 



tff I • 



à canse que cos*4/=cos^[/ft à fort peu-près* 
Mais 

donc 

^■=-;^{(f)'«"64.+(tr)}- 

Enfin multipliant ces deux membres par sin 4o ^t faisant atten* 
tion à la valeur de ^^ on aura 

€ Ainsi Ton peut^ par l'observation seule, et indépendamment de 

> la connaissance de la figure de la terre, déterminer la diffé- 

> rence en longitude, des méridiens correspond ans aux extrémités^ 

> de l'arc mesuré j et si la valeur de Tangle ^ est telle qu'on ne 
9 puisse pas Tattribuer aux erreurs des observations , on sera 

> sûr que la terre n'est pas un sphéroïde de révalution »• 

Considérations relatives à la perpendiculaîre à la méri- 
dienne^ différence en latitude des deux extrémités de 
Tare. 

97. « Considérons maintenant, le cas ou le côté de la ligne 
^iG.3fly géodésique est perpendiculaire au plan correspondant du méri- 
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T> dien céleste. Si l'on prend ce plan pour celui des orz; le cosi- 

» nus de Tangle formé par ce côté sur ce plan sera -^ — zr~' *^ • 

pour le démontrer^ soit mm' le premier côté de la ligne géodé- 
sique perpendiculaire au plan du méridien PE ; le second côté 
nim^zzzids formera sur ce plan, l'angle dont il vient d'être parlé; 
car si on abaisse sur le plan P^E parallèle à PE, une perpen- 
diculaire m'p qui sera parconséquent une horizontale, l'angle 
pm'm' sera évidemment celui que ds fera avec P*Ef ou PE. Cela 
posé, si par le point m! on mène la petite horizontale dx, et 
par le point p la verticale dz, on aura, par la propriété du 

triangle rectangle , pm'z=:^ dx^ -f- rfz* , et le triangle rectangle 
m'pm' donnera, en désignant le rayon des tables par i. 



^^ : I :: pm' = ^dx* -f- dz^ : cos pm'm' = ^ — -^ — *j 

mais ce cosinus est nul à l'origine m, puisque mm^ est perpendi- 
culaire au plan P£} donc dxz=.o , dzz=iO, et l'on voit en outre 

que dyz=zds, ou que ^= i. 

Il suit de là et des équations {/l), que 

i/.rsin0cos^;=o^ d.rco%i7=^o. 

Or diflférentiant ces équations en faisant tout ' varier ^ et élimi- 
nant dr entre les deux résultats, on obtiendra 

« 

ri/0 = r sin cos tang ^d^ ; 

mais réquation (5) ci-dessus donne à très-peu-près, ds:=^d^%ixi^*y 
donc si l'on divise la précédente par celle-ci^ on aura 

& "^* r 

« La constante c* de l'équation (y), est égale à la valeur de 
3» xdz — zdxk l'originej mais nous venons de voir qu'à ce point, 

> dxz=:o, //z=:o; douc cette constante est nulle, et 1 équation (y) 

> donne à l'origine^ 
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d) c' . ^ 

égalant cette valeur à la précédente^ on obtient^ à cause de 
tang^=sin^> du moins à très-peu-près , 

c' = riC0s9j = r,sin-s|/j, 

« les quantités r, et O. étant relatives à l'origine. Partant^ si Ton 
> considère qu*à cette origine, l'angle ç est ce que nous avons nommé 
y précédemment ^i— -/^i> et dont nous avons trouvé la valeur égale 

9 2i ., ^^^ ^ on aura à ce point 



cos"4i 



rf^i_. yrfu^,^ sin4, 



en faisant toutefois r,=:i. 

y ojons , d'après ces considérations , ce que devient l'équation (q); 
d*abord, puisque c'=:o et que ^ est de l'ordre cl, on asin<p;=(p^ 
cos(p s= I , et alors l'équation (q) se réduira , en rejetant les quan- 
tités de Tordre cl^, à 

Différentiant par rapport (p, divisant tout par ds et remettant 
pour d sa valeur précédente , on aura 

<U8| co80| d^i /du\ 



d^ 



^-<ÎÙ' w 



mais l'équation (5) donnant assez exactement ^ = r,(/(ptSinâ|| 
on a à l'origine 

ds r,8in6i* 

D'un autre côté, de l'équation de la surface du sphéroïde on tire 

I + <m\ =( ^ +/•+ z'y=:r, } 
et comme en outre 



on a 
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9 =ioo»— 4 — (-^j > et qwe drssadu' , 

partant, l'ëquat. (H) deviendra, à cause de cos6.=8in|4,-f-«f t-^-^ | et 
desinfl,=co8|4,-f-etrj^M, et en éliminant r, et -4^, 



-rfu'A î , . , . . /du'. 



= tang{4.+ct(^)}(H-«^/.)--«(^) 

_ tang4.+.(f) j^, 

i-tang^.* (^^J 

={tar,g+.+«(^)}(x-W.){i-tangV(^)P-a(^> 

Enfin développant et rejetant les termes en a' ^ on aura après 
* la réduction^ 

^=(i-.2ai^:)fang4.+a(^)tang*4.. (/) 

L*équation^'=:— jr-y devient^ par les mêmes substitutions^ 
et par. un procédé analogue^ 

dpt 1 1 AU\ 

(i+rtu'Ocosf 4.+«(^) J CO84J 1 — rt^^^tang^. j 



D'un autre côté^ l'équation (p) donne à Porigine 

d^ c 
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et la précédente 



ds riCos4i ' 
donc 



rf sinôj r, COS4, ' 

•t comme aussi, àtrës-peu-près^ sin O. = cos >[/, , on aura 

c = r'8infl,. 
De là , l'équation (p) devient 

c*rfip = ds • ajds C-^n î 

diflérentiant en regardant ds comme constant, et éliminant da 
résultat, ^="^> dr:=zcLdu' , etc on aura 

dd^ * ds ^^^ ' ds , \d^ / 

ds* r;8mj, r,siii*d, ^^ co8*4i * 

L'équation fl=ioo'— 4/ — ^Cri) donne 4=ïOO'*—fl — ^(st)» 

si donc on développe '^ suivant les puissances ascendantes de s, 
c'est-à-dire de l'accroissement de l'arc perpendiculaire au méri- 
dien, on aura par le théorème de Tajlor, 

en ne conservant parmi les termes de Pordre s^, que ceux qui 
sont indépendans de a» 

D'ailleurs, à cause de //,^=riSin6t^(p, de sinOt^cos^/, et de 
^1 = 1 à-peu-près, on aura 

1 i 

as <if cot^., ' 

et partant. 

Mais 
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Mais nous avons vu que ■aj = *(^)^^^> etenvertci de Téqua- 

tion on a, pour la valeur approchée de-^, "sr-=*^°g4f 
Donc réquation ci-dessus deviendra 

« La difiërence des latitudes au deux extrémités de Parc me- 
y sure fera donc connaître la fonction 

> il est remarquable que pour le même arc mesuré dans le sens 

> du méridien^ cette fonction est ^ par ce qui précède^ égale 

j> à -r— — ; elle pourra être ainsi déterminée de ces deux manières; 

> et Ton pourra' juger si ces valeurs trouvées^ soit de la différence 

> des latitudes^ soit de Tangle azimuthal ^ , sont dues aux er« 
y> reurs des observations, ou à Téxcentricité des parallèles terr 

> restres »• 

Expression de la différence en longitude^ des deux extrémités 
de Varc terrestre perpendiculaire au méridien. 

g8. (p étant évidemment fonction de Tare mesuré dans le sens 
du méridien j et ^ étant ce que devient ^.^ lorsque cet arc re- 
çoit un accroissement ,;^ on aura comme ci-dessus > et en ne con- 
servant que la première puissance de ^ ^ 



« ^►— ^j n'est pas la diflFérence en longitude des deux extrémî- 
3» tés de Tare s\ cette différence est égale à ^-— /^,; or on a 
> par ce qui précède^ page 201 ^ 

Dd 
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donc , à cause que «4/ = -«l/, à peu de chose près , 

mais (r^) étant ce que devient Cj^ > lorsque Tare en question 
reçoit un accroissement ^^ on a par le théorème de Taylor ^ 

partant 

/drfttfX 

D'un autre côté, puisque g^ss ^ . , on a 4-= -3—^ — r% et 

■^ ^ as coê4i as afiC084i 

parconséquent 
et enfin 

C0.4. V ^^^ 



5 

CO84 



j.-^.+.(^)u-g+.-!g)} 



« Four plus d'exactitude , il Ëiut ajouter & cette valeur de F — ^, 
> le terme dépendant de s^ et indépendant de ce, que l'on obtient 
9 dans l'hjpothëse de la terre sphérique) ce terme est égal à 

^ —1^' 15^' (art, 80)} ainsi Pon a 
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DéUrnimation de Vangle azùnuihal à Vextrémité de Varc 

-peTpendiculaire au méndien. 

gg. « Il nom reste à déterminer Vangle azimuthal àPextrémitériG.SS 
^ de Parc s. Pour cela> nommons afyzf les coordonnées du point 
3> m' rapporté au méridien AFH! de la dernière extrémité >» ^ 
tandis que xyz sont les coordonnées de ce même poiut^ rappor- 
tées au méridien APX. Le cosinus de Vangle azimuthal pm!m , 

d'après ce qu'il a été dit ci-dessus > est égal à-^- — ^ — j et 

puisque xyz sont les coordonnées de la première extrémité de Tare 
par rapport au plan y4PX, on aura d'une part y à cause que le 
premier côté de s est supposé perpendiculaire à ce dernier plan, 

■2r=«>î -ar=^> ■£•='• 

de là^ en ne conservant que la puissance de si 

dx _^^ ddxj . dz ^^ Afaf . 



s*' ». A -T-*— • ^«^TT" r 

et de Pautre part on aura> en rapportant les coordonnées aux 
nouveaux axes j 

x'=x.cos(r— rO+jf.am(r— r,);y=jfco8(r— r,)— xsinCr— ^.)/ 

Ainsi V—V^ étante par ce qui précède^ de l'ordre a, la différent 
tielle de la première des équations précédentes donnera 

da! z=z dx^dy {V-^V ,)*y 

divisant tout par ds, et faisant attention que pour le point que 
l'on considère , /• se change en y^ , on aura 

et parconséquent 

^ = ,.^+(^_r,)^ (M) 

Oda 
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maintenant on a, ^rsisTsiuS-cos^p. Différentiant en faisant tout 
varier , et observant que ^ est un très-petit angle , on trouve 

^;i:;=rf!rsînfl.cos^H-rcosflcos^ii9 — rsin9sînç^(p • 
= ^rsinfl H-rcosô^ H-rsinfl.^rfip. 

Passant à la différentielle seconde, et regardant dtp comme 
constant, on obtient, en négligeant les termes de Tordre et*, 

ddx =: ddr sin fl + r cos ^dcA — r sin 9(/(p*. 

D'un autre côté, rzzsi+az/, donc ddr^=^auddi£\ donc enfin , 
en divisant Téquation précédente par ^, on a pour la première ex- 
trémité de Tare s f * 

ensuite^ à cause de us=:/(<Pf 6), il est clair que 

Différentiant une seconde fois et rejetant les termes de Tordre 
et*, on aura, eu prenant d^ pour constant, 

donc à Torigine de ^ on aura, en multipliant par^r, et en se 
rappelant que iX et d^ sont de signes contraires (art. 88), 

mais, d'après ce que nous .avons déjà vu, 
partant 

/ ddu\ \ 

De plus, </^ =3 r. sin 0,</(p, j on aura donc, en substituant pour 
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r„9o-gr et -jk leurs valeurs précédentes , 

C fddu\\ j 

+(>+«*'.){0-a*u'.)taiig4.+«(^^)taiig»4.}sui{4.+«(^)} 

-(i+«u'.)co.{4.+«(^)}.~rf;{i-«'î+«(^)t«ng4.}'; 

négligeant dans le développement les termes de l'ordre a* et ré» 
duisant, on trouve avec un peu d'attention 

^=(1 -.cu*:)^+«(^)tang*>|,.8Jn,4. 

On a aussi 

z =s r côs 9 j 

parconséquent^ pour la différentielle seconde^ 

rf^js=rf»rcos6 — £/rsin9.rf8~//rsin9.rf9~rcos6i6»— rsînô^fl, 

ou simplement^ en supprimant les termes en flt% 

^ = rfVcos9— rsinôfl?9} 

mais ddr ;=s fuddii, donc 

Faisant ici les substitutions indiquées précédemment et procédant 
de la même manière^ on aura 

Maintenant , si I'qjl fait attention que -^ =: i , et que V-^V^ 
est donné par l'équaûcn (L), celle (Af) "deviendra^ en substituant 
aussi pour -nnr .$& valeur précédente ^ 
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on trouvera de même, à cause de 37=^*"3pr* 

Il suit de là que le cosinus de l'angle azimuthal à Textrémité 
de Tare sera 

< Ce cosinus étant fort petite il peut être pris pour le com- 
» plément de l'angle azimuthal, qui , parconséquent , est égal à 

,oor-,.tang4.|i-.««'.+ct(^).tang>|,.— ^5- 

> Il faut, pour plus d^ezactitude , ajouter à cet angle la par* 
9 tie dépendante de ^ et indépendante de ce, que Ton obtient dans 
j> rhypothëse de la terre sphérique, cette partie est égale à 
^ I^^Cî+tang'^/J.tang'vf/i (art.8o)y« Ainsi Vangle azimuthal à 
Textrémité de Tare ^ est égal à 

Recherche de Vexpression du rayon osculaieur aune ligne 

géodésique quelconque. 

1 00. « Le rayon osculateur de la ligne géodésique formant un 

> angle quelconque avec le plan du méridien, est égal à 

\/(,ddxy+{^ddyy-^{ddzy ^ 

> ds étant constant ( Théorie des courbes à double courbure ; 
» par Lacroix, Cale, diff., tome I), L'équation du sphéroïde 
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y x''{-y*'{-z*z=i'^:itu/, donne 

x.ddx '^yddy + zddz as — </^ -f" «uWi/ j 

3» si Ton ajoute le quarré de cette équation^ aux quarrés des équa- 
^ tions (O), on aura^ en négligeant comme à l'ordinaire les termes 
3» de l'ordre a% 

or à cause de ar*-f->'*+^*=ï+^*^'* l'équation précédente peut 
être mise sous la forme 






tirant la racine quarrée.^ on aura 

et enfin 

Dans le sens du méridien on a^ comme on Ta déjà observé^ 
ds^=s^d\^ ainsi 

ddu' /ddu'\ 

et partant 

Dans le iens perpendiculaire au méridien^ on a par ce qui 
précède ^ 

fdàv!, 
ddu\ 



^ d^ 



(ddu\\ 



partant 

lî=,+a«'.-«Qtang4.+-^. 
€ Si dans l'expression précédente de ^— ^, on fait ^=5',elle 
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> -prend cette forme trcs-simple, relative à une sphère du rajon /?j 
Y en faisant d'ailleurs a=o> 

L'expression de Tangle azimuthal devient, (art. 80), 
100^— 'î'tang^^.{l— K*(iH-tang*.4.)}i 
maintenant si Ton se rappelle que 2/=/(^,4)^ ^^ ^™& 

passant à la dififérentielle seconde, en Élisant tout varier , il 
viendra 

I 

et divisant tout par as*, on aura 

dduf /dufSdd^ /du'\ dd^ /ddu\ d^* f idu' \ d^ d^ , ^ddv! \ dsf,» 

« Nommons X Tangle que le premier côté de la ligne géode- 

> sique forme avec le plan correspondant du méridien céleste , 

> on aura , dans Pb jpothèse de la terre sphérique , 

^—jiîîÏL- é*L=:î!ÏL£2îi.tanR4/., 

ds — C084,' TF C084. *^**'8"Yt# 

^= cosx } ^=- ain«X.tang4.. 

riG.34 Pour , démontrer ces équations^ on remarquera d'abord que le 
triangle sphérique PMN donne dsxd^xi sinX : sin(ioo* — ^,) et 

parconséquent gr=: ^*" , . . .(i). ^ 

Le petit triangle NRM, que l'on peut considérer comme rec- 
liligne rectangle^ donne |i 8oa tous 
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i:ds:: cosx : d^, d*où -^ = cosx. (2) 

Cela poséj si Pon différentie l'équation (i)^ on aura 

d^^ ___^ cosAcos^(,,r/A + sinAsin 4i ^4^ 

D'un autre côté^ comme les analogies différentielles (page 5i2^ 
n* 545 de la Trigonométrie de Cagnoli) donnent 

on aura^ à cause de l'équation (2) 

d^^t cos ^ sin X tang4i cos 4i + cos x sin a sin4r ^^n K cos K . ^ 

<W* C0S*4 , 008 4, 

Difi'érentiant aussi Téquation (2) il viendra 

£P4, . ^ dh 

et à cause de l'équation (3) on aura 

^=; — sin•X.tang^^, : 
de là^ la valeur précédente àe-^ devient 

« le rajon osculateur R dans le sens de cette ligne géodésique^ 
> est donc 

> Soit pour abréger 

Ee 
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x=-+«/,-t.u,,g+,@)+j'-^>'+;.(^)> 



/ddu',\ 



> on aura 

J? = iC + ^.sin aX + -B .cosaX. 

> Les observations des angles azimuthanx^ et de la di£fêrenee 
Y des latitudes aux extrémités de deux lignes géodésiques mesu* 

> rées^ Tune^ dans le sens du méridien^ Tautre^ dans le sens per- 

> pendiculaire au méridien^ feront connaître ^ par ce qui pré- 

> cède^ les valeurs de A, Bet A; car les observations donnent 

> les rayons osculateurs dans ces deux sens. Soient B^ et R'' ces 

> rayons > on aura 

3» et la valeur de A sera déterminée^ soit par Pazimuth de l'ev-- 

> trémité de Parc mesuré dans le sens du méridien, soit par la 

> différence en latitude , des deux extrémités de Tare mesuré dans 

> le sens perpendiculaire au méridien. On aura ainsi le rayoa 

> osculateur de la ligne géodésiqae, dont le premier côté forme un 

> angle quelconque avec le plan du méridien ». 

Si Ton nomme a£ un angle dont la tangentes^, on aura 
jR=A'+^sin2X+i5.cosaX=JBC4-i5(tangaiBsin!iX-hcosaX)j 

mais tang:2£=::^^^^^ donc 

Bz=zK^ — ^{sin:»jEsinaX-f-cos:a£cosaX) 



/?1 



LIVRE III. aig 

D'un autre côté, puisque tang3JB = -g par hjpothèse, on a 

J5 



C08 aJE= . ; ainsi donc 



/? = /: + cos (3X — aJg) V^^*+-ff* (m) 

Le plus grand rayon osculateur / répond à A=s£^ puisque 

l'on a 

r'^K + yTA^ + B^ 

Le plus petit rajon osculateur r répond à Xs=ioo*-f-jS, 
puisque Ton a 

parconséquent 

Ces valeurs étant introduites dans Téq^ation (m) précédente , 
on aura 

r 

et puisque cos2(X — ^JE)=cos*(X — E) — fin*(X— j:)=2cos*(X — Ey^i jj 
il s'ensuit que 

jRs=r + (/— r)cos\(X — J?); 

X— >£ étant l'angle que la ligne géodésique, correspondante à il, 
forme avec celle qui correspond à r^. 

DétermiTMtion du rayon de VelUpsoïde osculateur. 

loi. <c Nous avons déjà observé qu'à chaque point delà sur- 
T> face de la terre, on peut concevoir un ellipsoïde osculateur 
9 sur lequel les degrés, dans tous les sens, sont sensiblement 
1» les mêmes dans une petite étendue autour du point d'oscula- 
» tien. Exprimons le rajon de cet ellipsoïde par la fonction 

Ee 3 



aao TRAITÉ DE GÉODÉSIE, 

I — «isin*'>|/.{i+A.coS3(<p + C)}, 
y les longitudes ^ étant comptées d'un méridien donné », et soit 
— sin*4{ i+Acos2(ç+e)}=tt'=— (t— 5 co8a4){ i+/tcosa(ç+€» , 
on aura 



asin4cos4{ t+^cos2(;p-f-Ç)}=— sina^l i+Aco8a((p-f-é)}, 




(^)=:«aco834,{i+Aco8a(^+€)}, 



/dddu' 



(^)=48ina4{i+/.cosa(^-i-e)}; 



et parconséquent 



donc Pexpressioo de Parc mesuré dans le sens du méridien , sera 
(art. 88), 

É— ^{i4-Acos!i(^+€)}.{i + 5cosi>|/— 56.sina4/}. 

« Si Tare mesuré est considérable , et si l'on a observé ; 
y comme en France, la latitude de quelques points intermédiaires 
> entre les extrêmes , on aura par ces mesures, et la grandeur 
3» du rajon pris pour unité , et la valeur de a.{i+^083($-t-ê)} », 
On a, de plus^ en différentiant la valeur de u\ d*abord par rapport 
à ^, ensuite par rapport à %)/, 

f-2-j = 2SÎn*4'./îsina(ç-|-C). •.•.♦. .^ (n) 

ainsi la dernière valeur de ^ (art. 89) deviendra 
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iarz=: — 2(teh tan g* . -^ ^ . — -^ sm 2 ( (p + G ) 

= ax«A.*-?5^(i+C08'.4).8ina((p4-Ç). 

L'observation des angles azimutbaux aux deux extrémités de 
Tarc^ fera donc connaître a/z.sin2(^ + Ç)^ et si Ton différentie 
l'équation (n) , on aura 



(-^ j = 4^ sin* . %[/ cosa (<p-+-C) , 



et parconséquent 

<^) 

-^^ = 4*^tang*4cos:i ((p+ C) î 

or puisque le rayon osculateur^ dans le sens de la perpendiculaire 
à la méridieime , est 

on aura^ en éliminant les coefficiens différentiels^ et pour le 
degré dans le sens perpendiculaire au méridien^ 

/î===I• + l^rt8m*4{l+Aco8fl(<p + 0}+4••«At«ng*•4co3aC9^-0• 

« La mesure de cedegré donnera doncla valeur de ot7zcoS2((p-f-ê); 

> ainsi l'ellipsoïde osculafeur sera déterminé par ces diverses me- 

> sures: il serait nécessaire^ pour un aussi grand arc, d'avoir 
j> égard au quarré de é dans l'expression de l'angle ^, surtout 

> si^ comme on l'a observé en France > l'angle azimuthal ne va- 

> rie pas proportionnellement à Parc mesuré ; il faudrait même 

> alors ajouter à l'expression précédente du rajon de l'ellip" 
1^ soïde, un terme de la forme aArsin-vJ/.cos^.sin (cp+O^ pour avoir 

> l'expression la plus générale de ce rajon ». 

103. Maintenant pour déterminer l'ellipsoïde osculateur en 
partant des mesures de la terre , il conviendrait de comparer à 
la figure elliptique les degrés mesuré» du méridien , et non» 
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verrions que cette comparaison donne , pour la figure de ces mé- 
ridiens terrestres , des ellipses différentes qui s'éloignent trop des 
observations pour pouvoir être admises •, d'où Ton doit conclure 
que la terre n'a point la forme régulière que l*on serait d'abord 
tenté de lui attribuer. Cependant avant de renoncer entièrement 
à la figure elliptique^ il importe de déterminer celle dans laquelle 
le plus grand écart des degrés mesurés ^ est plus petit que dans 
toute autre figure de même espèce. L'auteur donne, pour at- 
teindre ce but deux méthodes qu'il expose avec trop de clarté 
pour qu'il soit nécessaire, dans cette circonstance, d'entrer dans 
aucun détail (^). C*est dans l'ouvrage même de ce grand géo- 
mètre que l'on prendra une entière connaissance de la théorie 
actuelle qu'il a envisagé sous le point de vue le plus général, et 
discuté avec la plus profonde sagacité. 



(^ On peut aussi employer à cet effet la méthode de Legendre , exposée à 
fart. 76. 
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CHAPITRE XV. 

De la réfraction terrestre y moyen de la déterminer sur la 

tenx réputée sphérique. 

loS. JLj'Air étant toujours soumis à l'action de la lunû&re du 
soleil > et tenant en dissolution des substances de di£férente na- 
ture^ ne peut avoir une densité constante. Un rayon de lu- 
mière qui traverse obliquement l 'atmosphère > et qui se trouve 
d'ailleurs attiré progressivement par les couches inférieures , est 
donc forcé de se détourner à chaque instant de la route qull 
suivait dans]rinstant précédent^ en s'infléchissant continuellement 
vers le globe terrestre : c'est cet e£fet que Ton nomme réfractions 

Si du point A. on observe un objet terrestre B, le rajon 1u-fig.35 
mineux qni nous en transmet l'image suivra la courbe BDA, et 
l'objet B sera vu dans la direction de la tangente à cette courbe, 
c'est-à-dire en J3';.d'oii il suit que la réfraction fait en général 
paraître les objets plus élevés qu'ils ne le sont. L'angle B'AB 
mesure donc l'effet de la réfraction f*). La détermination de cet 



(^ Non» supposons ici que la courbe de réfraction est à simple courbure, et 
que son plan est yertical ; mais quelques observateurs et Delambre principalement 
ont reconnu , dans certain état de l'atmosphère , l'existence d'une réfraction hori- 
zontale dont l'effet y à la vérité ^ est beaucoup moins sensible que celui de la 
réfraction verticale, puisqu'il est à peine de quelques secondes. Néanmoins, 
lorsque le concours de ces deux déviations a lieu , la courbe de réfraction est 
nécessairement à double courbure; mais alors il faut prendre plusieurs séries du 
même angle , et dans différentes circonstances , afin d'obtenir un résultat indé- 
pendant du déplacement I dans le sens latéral , des lieux apparens des objets que 
l'on compare. 

Les opérations géodésiques que j'ai faites à Milan et dans les départemens envi^ 
ronnans^ m'ont donné de fréquentes occasions d'observer moi-même ce phéno- 
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angle ra être l'objet de nos recherches. 

riG.3G Soit C le centre de la terre, A et B deux signaux. Si du 
point A Ton observe le point B, celui-ci paraîtra en B' par 
l'effet de la réfraction*, de même le point A paraîtra en A' ^ ob- 
servé du signal B. 

Faisons les distances apparentes au zénith 

ZAB'z=,S^, rBA':=r, 
et les angles de réfraction 

BABz=ir, ABA'=:/i 
on aura pour les distances vraies au zénith ^ 

ZAB^S^ '\-r—D^ 

rSAz^r + r'^D'i 

donc 

ZAB H- FBAz^J" + cT' + r+ / (i) 

■ 

D'un autre côté f puisque Pangle extérieur d'un triangle raut 
la somme des deux intérieurs opposés, on aura 

ZABzzzC^ABC 

yBA=:C+BAC; 
donc 

ZAB + jy^BA = 2^+{7=:J5 + ZK (2). 

Ce résultat nous apprend que les deux distances vraies au zé- 
nith surpassent deux angles droits d'une quantité précisément égale 
à Tare du grand cercle, mené d'un signal à l'autre. 

Enfin des équations (i) et (2) on conclut 



mène. Les chaleurs d'été tiennent continuellement suspendues les vapeurs qui 
t*exhalent de tous les canaux et rigoles qui arrosent le sol de la Lombardie^ 
et c'est pour ainsi dire un autre «phénomène que d'y voir l'atmoâphère purifiée par 
les vents. 
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ou bien , k cause que r est sensiblement égal à /, 

Divisant tout par C, l'on aura 



JL— i£zill£±ijz£} 
c — c 



n (4) 



et 'enfin ^ rzzznC. 

n varie suivant Tétat de Patmosphère) et Delambre a remar- 
qué en France ^ que n a environ pour valeur o^oyS en été^ 0^08 
en automne et au printemps^ et qu'il varie de 0^09 à 0^10 en hi- 
ver. Si n était négatif^ la réfraction abaisserait les images des 
objets , au lieu de les élever ^ mais ce phénomène est très-rare. 

Il suit de ce qui précède ^ que 

io4« Dans tous ces calculs nous avons supposé que les cercles 
étaient placés aux sommets des signaux > et c'est ce qui n'a pas 
Heu dans la pratique (^)« Si ^ par exemple ^ le centre du cercle 
est au point a^ la distance vraie du point J? au zénith, est ZaB , 
et sa distance apparente observée =: ZaB'y désignons celle-ci 
par A^ Pou aura évidemment 

ZAB' = ZaB' + AB'a = A + AB'a j 

reste donc à déterminer l'angle AB'a , qui est l'erreur commise. 

Soient AB'z=zAB=B , Aaz=dH et AB^a^idA^ le triangle 
AB'a donnera 



(*) On conçoit que pour qne la réfraction soit déterminée avec exactitude^ pour 
le moment de Tobseryation , il est essentiel que les distances des points A tt B 
foient prises au même instant par deux obseryateuri. 

Ff 
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. 1. dHsinA 
SindA= ^ — • 

Prenant Tare pour le sinus^ et réduisant en secondes (art. 5i )^ 
il viendra 

dA^B'é^^ (5) 

Lorsque les triangles sont calculés suivant la méthode de 
Part. 69^ on obtient la corde de Tangle C pour une sphère dont 
le rajon est la distance de Thorizon de la mer au centre de la 
terre ^ et cette corde est plus courte que la distance a£=J3. Pour 
évaluer Terreur^ on pourrait rendre dA fonction de la corde con- 
nue K, et du rajon de ht terre (Mémoire de Delambre , page 9:2)^ 
mais il sera suffisant^ dans tous les cas^ de faire usage de la for- 
mule précédente^ en y substituant toutefois A pour B. 

La correction précédente étant appliquée aux deux distances^ 
au zénith observées^ on aura pour celles qui auraient été obser- 
Tées aux sonunets des signaux 

Z-4J5' = A + dA=scr^ 
^^jB'=iA'4.dA'=J^. 

Telles sont les Taleqrs k employer daos les formules (3) et 
(4)f pour estimer la réfraction^ mais pour rendre cette théorie 
complète^ indiquons les mojens de déterminer dl£ ou la hauteur 
du signal au-dessus de la lunette , lorsque cette hauteur ne peut 
être mesurée directement» 

S'il s*agit d'une flèche qui ait peu d^élévation^ on mesureraf 
le diamètre à deux hanteurs différentes , ainsi que la différence 
des deux hauteurs^ et Ton considérera cette fiècbe comme la 
pointe d'un cône tronqué. Or soient Z7, ZX les diamètres infé- 
rieur et supérieur^ h la distance des deux bases ^ x la partie du 
clocher cjui s'élève au-dessus du diamètre supérieur ZXî on aura 
par les Élémens de Géométrie 

ne .37 Hais lorsque la pointe de la flèche est très-élerée^ une petite 
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errenr rar la détermination des quantités D — D' et h, pourrait 
en occasionner une très-grande sur la hauteur x. Alors soit B 
la pointe de la âèche observée du point A , B la galerie où a 
été placé le cercle: on mesurera les angles ZABy ZAB-, et BAB\ 
sera la différence des deux distances au zénith : or le triangle 
ABR donne (art. i4) 



BB 



ûjnB 



mais AEe%t tris-peu différent de ABz=iK, et l'on a ARB=LS'+r% 
ZAR^zzS'^r^ donc -B=:a^— ^— (cT'H-/) , donc BB' ou 



jrr^ KainA KsinA 



K^A KtànA 



Développant le dénominateur par la formule cotmue du cosinus 
de la somme de deux arcs^ on aura 

Aff _ KànA . 

■" cosKcT— / + C)cod^— sinK^— J'H-^O»"!^ ' 

maïs |(cf'— «r^-f-C) étant un trës-petit angle ^ on peut supprimer 
le terme où ce facteur entrer donc assez exactement 

Delan^bre qui fit usage de cette formule pour déterminer les 
hauteurs des flèches d'Amiens et d'Orléans^ observait dflT de deux 
stations voisines et prenait le milieu entre les deux résultats dont 
la différence était légère. 

Calcul de la réfraction terrestre. 

io5. A ly"* au-dessous du sommet du signal A , on a observé fig.36 
la distance au zénith ioo'%24o8 du sommet du signal B j réci- 
proquement à iS"*,! au-dessous de l'extrémité supérieure du si- 
gnal B , on a observé la distance au zénith g^',g25g du pointa: 

Ff a 
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la distance rectiligne entre les deux signaux étant de 2&5o4'^,j5=B, 
on demande la valeur de la réfraction et celle de son coefficient. 

Four réduire les distances au zénith , aux sommets des signaux, 
on fera usage de la formule (5) : ainsi, par rapport au signal ^, 
on a 

d£r=:i7, A = ioo'',a4o8 , 

et par rapport au signal B, 

dH'=i5,i, 



A' = 99^9^59 î 



logdff 
I sinA 
clogB 



9>99999 
5,545o8 

5,8o388 



logdi5r= 1,17898 

' 9i99999 
; 5,54508 

: 5,8o388 



1 8inA' 

C log B : 
Ifl' 



log dA = fl,5794o = 379^67 

A = ioo''',24o8oo 
-f-dA r= G ,037967 



Réduction 
au sommet 



. I ioo'',fl78767 =/ 



logd A' = 3,53793 = 337', a4 

^' = 99^>9î*590o 
•4-dA'= o ,033704 

Rédaction 
au sommet 



^^ }99^9596a4=''- 



Lorsque les distances apparentes au zénith sont réduites aux 
sommets des signaux , on emploie les formules (3) et (4) pour 
avoir la réfraction r et son coefficient n. Ces formules exigent 
que l'on connaisse l'angle au centre C exprimé en parties de 
grade. Or la distance B ou K entre les deux signaux A et B , 
=a85o4",75 , et le logarithme durajon p de Téquateur =6^8o453o5. 
Ainsi l'on aura C en faisant usage de la table III dont il a été parlé 
à la page 86, ou bien par la formule de l'art. 80, ou seulement k 

l'aide de 



KR' 



log if 
clogp 



4,454917a 
5,8o588oi 
5,1954695 



3,4543668=2846^31. 

La distance AB répond donc à un arc de 38'463i. 
Yoici maintenant le calcul de r. 
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/ = 


100^^378767 






<f' = 


99 ,959634 






/+<f'— aoo = 


,358391 






«r + Z' — aoo 

a 


,119195 






iC= 


,i433io 






r = 


,o33ii5 


k)gr = 


= 8,3638^ 






clogcs 


= 0,54575 






Iog7l = 


= 8,9096a 


donc 


71 = 0,0813 


,, s; 


= -ri environ. 



Ainsi quand la ré&action est constante , on a 

r = 7zC= (0,08) C. 

La recherche des lois de la réfraction intéresse singulièrement 
Tastronomie. Les premiers succès en ce genre , sont dûs à Lam- 
bert; mais ensuite Euler et Lagrange sont parvenus à déterminer^ 
d'une manière plus rigoureuse , la trajectoire décrite par un rayon 
de lumière qui traverse Patmosphère. Enfin Laplace vient de 
perfectionner et de compléter cette théorie^ dans le livre dijsième 
de sa Mécanique Céleste, 
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CHAPITRE XV L 

Détermination de la différence de niveau sur la sphère^ 

par les procédés géométriques^ 

• 

\o6. XJeux ou plusieurs points sont dits de nweau entr*eux, 
lorsqu'ils appartiennent à une même surface semblable et concen- 
trique à celle des eaux tranquilles de la mer ; et une droite per- 
diculaire à la ligne de gravitation est dite une ligne horizontale 
ou une ligne de nis/eau apparent. Dans rhjpothèse que la terre 
est une véritable spbère , toutes les verticales ou lignes de gra- 
vitation passent par son centre^ mais si Ton considère le globe 
terrestre comme nn sphéroïde engendré par la révolution d'iihe 
ellipse autour de son petit axe , les verticales sont des normales 
à la surface de ce sphéroïde^ quoiqu'elles ne passent pas toutet 
par le centre de la terre* 

FIG.37 Ceg définitions étant bien comprises , soit C le centre du globe 
réputé sphérique, et A , B deux points inégalement éloignés de ce 
centre. Si AB est une ligne de niveau vrai ou un arc terrestre , la 
hauteur BB'7= Il sera, la différence de niveau des deux points A, B : 
si, de plus, jZ-^5 = /> 5= «T -f- r est la distance vraie d\i points? 
au zénith, on aura, en faisant attention que B'AC^:^ — j^C, 

BAB'=:2^^ZAB^B'AC=:2^—D'^i^ + {C 

— i^^D^^C 
ABff^AB'C^BABfz=^v—\C'^V'\^D'^\C 

= £> — Cj 

or le triangle ABB' donne, en faisant la corde AB'^=:K, 
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„_ KànA _ KBïn{i^ + {C—D) _ Kcos(iC^D) . 

^ — smB *" «in (Z>—C) "^ 8in(D— C) * ^^^' 

Si Ton supposait ce triangle rectangle en B^, il est facile de 
voir que l'on aurait assez exactement pour la différence de ni* 
Teau cherchée^ c^est-à-dire pour la quantité dont le point B est 
plus haut que le point de station A , 

i5r=iî:cot(er + r — iC)y (a) 

et Pon aurait^ par rapport au même nireau de jt, 

»■= — iCcotCcT' + r— iC)- (3) 

Si Ton employait au contraire la formule 

iJ=jS:cot(cr + r — iC)y 

elle serait relative au niveau du point de station B, comme la 
formule (i), Pest au niveau du point ^y on peut donc toujours 
faire usage de cette <lernière formule. 

Far Tart. 97 on a 

yB^=iV+iC'^\iJ'^r), 

et il est clair que 

BAC =2* — Z^-ff=i^ — iC+KcT — cT), 

BAB" =BAC^B'AC=:{iJ^ — cT) 

ainsi 



Wï4BB' — co5i(J' — J^ + C)*' 



(4) 



Cette formule est exacte^ mais dans bien des cas, Pon peut 
faire 3C=o^ alor$> à cause de— sstang^onaurasensiblemeal) 



fi'=jKtangH«f' — J"). (5) 
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Lorsque J'>J', S'est positif} le contraire a lieu si «f'<<r, 
cT étant la distance observée au lieu dont on coonait félëvation , 
et J' celle au lieu dont on cherche Télévation. Delambre est 
parvenu, par un calcul fort élégant, à la valeur de |^(J^— ./), 
exprimée en fonction de ITy mais le peu d'utilité de cette war 
leur nous dispense de tout détail à cet égard. 

On pourrait éliminer r et X de toutes les formules ou ces quan- 
tités ;entrent *, car nous avons vu que r= nC, et il est facile de 
s*assurer que K=:2psin\C, f étant le rajon delà terre corres- 
pondant au milieu de la corde K. 

D'après ce qui précède , on voit conunent Pon déterminera les 
élévations des sommets des signaux au-dessus d'un même hori- 
zon, de celui de la mer, par exemple: ainsi, en en retranchant 
les longueurs des signaux, on aura les hauteurs du sol au-dessus 
du niveau de la mer. L'exemple que nous donnerons de ce cal- 
cul fixera d'ailleurs les idées a cet égard ; mais supposons pour le 
moment, que les points B, B^ B' ... .iS^"^ soient inégalement éles- 
vés au-dessus d'un horizon commun , de manière que lï soit l'élé- 
vation du point B au-dessus du niveau de B\ h' l'élévation da 
point Bf au-dessus du niveau de ^; d' la dépression du point B^ 
au-dessus de B, et ainsi de snijte : il est évident alors que l'on 
aura généralement 

n—Dz=!^ différence de niveau. 

en prenant positivement les hauteurs h, et négativement les dé- 
pressions d supposées comptées de gauche à droite. Si cette for«- 
mule a pour résultat le signe -f-, le point B"^ sera ^u-dessus 
du niveau de jB, et si elle a le signe -f-, le poiat B^"^ sera au- 
dessous du même niveau. 

Concluons de là que si N est la hauteur du point B au-dessus 
du niveau de la mer, N^H-^D sera la hauteur de tout autre 
point au-dessus de ce niveau. La méthode que nous exposons^ 
est celle qui est usitée dans la pratique du nivellement. 

Les différences de niveau sur le sphéroïde pouvant être cal- 
culées comme sur la terre sphérique (Mémoire de Delambre, 
page io4)> nous ne ferons qu'une observation à ce sujet} c'est 

qu'au 
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^u^au lieu ûe l'angle C formé au centre de la terre réputée sphé- 

rique^ on pourra substituer un autre angle Cou ^=3 (i — ^^^in^L). 

Voyez l'art. 80 de cet ouvrage. 

107, Lorsque l'on apperçoit Thorizon de la mer d'un lieu d'où 
l'on observe > il est facile de conclure immédiatement la hau- 
teur de ce lieu au-dessus de la mer, au mojen de l'angle ob- 
servé entre Tborizon et le zénith, et voici comment: 

Si par le lieu B de l'observateur on imagine une tangente J?^fig.38 
à la surface de la mer, le rajon de la terre CAzznp sera évi- 
demment perpendiculaire à jiB, Si Voa imagine en outre une 
ligne de niveau ou un arc terrestre AB' intercepté entre le point A 
et la verticale VB, BB'zsiN sera la hauteur cherchée. Or, fai- 
sant comme à l'ordinaire la distance vraie au zénith VBA=iD:=LÎ'^r. 
cT étant la distance apparente observée, et rla réfraction, le triangle 
rectangle C^^i? donnera, à cause de l'angle CBA^=iV^^C^ 
et de CA=ip, 



<l\)ii il suit que 



'>^.^«=r(r^^- 



mais !•— 'CosCssssinCtang^C} donc 

Nz=:p tang C tang { Cy 
d'ailleurs 

donc 

J\r=ptang(cr + r— lOtangKcT + r— lO (6) 

Lorsque r sera inconnue , on ' pourra en déduire là valeur de 
l'équation r=:7zC (art. loS); mais il sera plus coQunode de trans- 
former N en fonction de /z, ainsi qu'il suit. 

D'abord t7 3= cT—^i^ en négligeant toutefois la réfraction: 
ainsi sans erreur sensible, 

rsB/îC=s»(«r— I*). ' 
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Substituant cette dernière valeur dans l'équation (6), et remar- 
quant que l'on peut faire isingmx = mtaugx , lorsque x est fort 
petit et que m est moindre que l'unité ou ne la surpasse guère^ 
on aura 

Donc > à très-peu de chose près, 

JV = ip(i+^i)Mang-,(cr — i').. (7) 

Calcul de la différence de niveau. 

SIC. 07 108. Toutes choses étant égales comme dans l'art. io5, on 
demande la difierence de niveau des sommets des deux signaux 
A ti B^ Cette difierence est donnée par la foramle exacte (4) 

J" = SS^iflSsM 

* = ^^ '^78767 log^ ^ ^,^g, 

J'— «f ==— o'',3i9i43 Z.8in^( J' — J) =— 7399 

C =+ 0,284621 t-i^.cosJCJ'— J + C)...=+o,ooopo 

r—S+ C=+ c»',o34522 _ 1,85399 

Donc i5r=— 7i"'^47 

Cherchons encore cette di£fêrence de niveau par 1^ formule 
approchée (5), ou 

£f=Ataiigi(«^'-«r>, 

log -^ = 4.4549» 

L >tang (~^) . ♦ = — 7.59907 

— 1,85599 = — 71 -,448; 

Il suit de là que le point B est plus bds que le point A , de 7i*',45* 
Si l'on ne connaissait que la distance au zénith ^,. prise aa 




LIVRE m. 355 

point Af il Êiiidrait recourir à la formule exacte (i)^ ou à celle 
approcliée (a). 

Dans le cas actuel 

iJ=9:iïcot(cr-+.G,o8 C— o,5C) = a: cot (/ — 0,42 C) , 

/ = 160^,378767 log /Il = 4>4549a 

— <Oj43C=:-^ o ^119541 —L.tang i5',9aa6=— 7,39813 

J— 0,4a £î5=—j 00»', 1593*6 — i,853o5=— 7i"',a9 

Enfîa y si Ton n'avait que / j on aurait la différence cherchée 
par la formtile (3)^ 

£r=;— ifcot(cr + r — |C), 

^= 99^.959634 — logi^ =—4,45493 

— o4aC=— o «119541 +^ tang 15^,9917 = + 7,40001 

J^— o,4^C= 99^,84oo83 —1,85493=— 71 ^So 

En prenant un milieu entre ces deux derniers résultats , on 
retombe sur le premier* Si dans cette dernière formqle on eût 
fait K positif^ la valeur de H aurait été elle-même positive , et 
pour lors elle eût exprimé que le point A .est plus élevé que le 
point de station i? ( art. io6). 

Nous venons .d'obtenir la di£férance de niveau de deux points 
d'où Ton a pu observer simultanément Içs distances réciproques 
au zénith : cherchons maintenant celle de deux objets inacces- 
sibles^ mais dont on a les distances rectilignes au centre de station • 

» 

Du point u^ on a observé les distances au zénith des pointSpiQ.j^ 
D y C-, l'une de ioo'',567, et Tgutre de 100^,8891. On demande 
la différence de niveau de ces deux points j sachant d'ailleurs que 
leurs distances à la station A sont respectivement de a8io8"^ai 
et de 6448'"j5i, et que le coefficient' de la réfraction était ce 
jour-li de o^oS. -^Qi^ a 

/i:=38io8%3i /î:,=6448*,5i 

cf = ioof',367 <r»= ioo«^,883i 

JV=;fcot(^ + r— K) iV.=A^.cot(<ri+r.— 4^,), 

Gga 
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ainsi la différence cherchée sera N—'N,; 



logA — 4,44«83 

c./.p =3,19547- 

LU" =5,8o388 


log A ,.....= 3,80946" 

c./.f =3,19547 

LR" — 5,8o388 


i. C. ..= 3,44818 = 28o6*,G3 

«r= 100*', 367000 

--0,4a C= — ,117878 


iL.C, — a,8c88i — 643^,89 

«r,= roor,88gioo 
— o,4^C, = — ,037043 


ioo''',249i2a 
r X — 4.44885 


ioor,86ao57 
L,IC, = 3.800XS' 


— Z,.tan&a4',9i>aa =— 7,59*^53 


— /î.tang 86',3o57 = — 8,i3i68^ 


-^a,o4i3G, 
110" — iV 


— 1,94114 
= — 87",3à5=A^, 



Donc la difiKrence de niveau des deux points C,. Zî,. 
^=iV^— iV,= — aa",68 à très-peu-près.. 

■ 

Si l*on avait observé les mêmes points C, D, d*une autre 
station jB, on aurait un mojen de vérification; car en opérant 
comme ci-dessus^ on devra trouver le même résultat : ou si ces 
deux résultats di£Ferent entr^eux de peu de chose, il conviendra 
d'en prendre le milieu lorsque Ton n'aura aucune raison d'adop- 
ter l'un plutôt que l'autre. C'est par de semblables opérations ré- 
ciproques, que l'on nivellerait une base inclinée à Thorizon. 

Calcul de la hauteur d*un lieu (toà Von voit Vhorizon 

de. la mer.. 



FIG.38 109. Du sommet d^me montagne on a observé la distance 
ioo'%3545, enire l'horizon de la mer et le zénith} on demande 
la hauteur du centre de l'instrument au-dessus du oiveau de la^ 
mer. On ^^ formule 7^ art% 107, 
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^•s=ip (i 4-/i)'tang' (cT— ioo)|, 

/^ ioo«',3545 log 0,5 = 9yS<)^j 

— 100 Ibg p = 6,80453 

or,3545 I'.(i>o8)* = g,o6S85 

Ir.taDg»(<r— 100). . . = 5,49148 

a,o6i83=ii5*o. 

Donc le centre du cercle était élevé au-dessus de Phorizon de la 
mer, de 11 5"», 5. 

Supposons maintenant qu'on ait déterminé par la méthode de 
Particle précédent , la différence de niveau entre le sommet B 
de la montagne dont il s*agit ^ et un point quelconque P; ensuite- 
la différence de niveau des points P, /-'; puis des points P', P'^ 
et ainsi de suite} de manière^ par exemple^ que Ja différence de 
niveaa 

entre B et P =: -f- ^^*">6' 

entre P et jP = — 68,4 

entre P^ et P'.. - = — 37,1 

entre P" et P^ = + 40 ,8 

entre P' et P^' = + 12 , a 



on aura (pageaSa). . -f-ff= •+- 7^'^ A y — ^ = — 9^,5 j 

parconséquent la hauteur du point P^ au-dessus du niveau de 
Ka mer sera> suivant la remarque de la page citée ^ 

iV^-/f_/)— ii5"',3+75'»,4— 95^5=95^3. 

Les hauteurs des obfets au-dessus d^un plan de comparaison 
sont principalement utiles pour former le relief d'une carte to- 
pographique. Les distances^ à la méridienne et à la perpendicu- 
laire, et ces hauteurs s'enregistrent dans un même tableau, afin^ 
de reconnaître sur-le-champ les trois coordonnées de chaque lie«« 



^ * 



tpaitl i^e géodésie. 



CHAPITRE X V I L 



: :o. mJz t^ctei ifi fcrrs^slei inrsgiséer pour dftemÎBer les hao- 
t^-r* par >i niei"-re^* harorîiTiriq:;^*, celk <Je f api ace paraît 
r>ccuprr le premier rar.g pu la &:e»«e cie la théorie sor laqaeDe 
«blie ^it forcée et par «oc nactitnde, sor-toat depais que cet 
iila^fre iav^ot a pa la ioameirre à réprenre d'un grand nombre 
d'obvsTTâtior.i , et rétablir pour toa« les Lieiu de la terre et tootcs 
hauteurs porHib!e§ aa ôtn^ai du cireaa de la mer. Nous cgoyuM 
i^'^acmoias que poiir les besoins oriisiirei de la géographie , celte 
formule peut être emplojée feu!em'?ct telle qoe Ramood Ta ap- 
p!i'j/jée lui-même aux Pvrénées, c'eft-ânlire sans avoir ^ard i 
la variation de la pesanteur en latitude et dans le sens de la ver- 
ticâlîf. 

Circorutances le^ flujfjaroraîjle^ à Toh^en^atian , tt emploi 

i/es i'nêtn/mens, 

C'e^t principalement sur les hantes montagnes qiie la marche 
du baromètre et du thermomètre est la plos irrégolière. s Depuis 
p le coucher du soleil jusqu'à son lever, dit Ramond (*), régnent 
9 des vents de^k^endans, occasionnés par le refiroidissement des 
» cimes, et auxquels succèdent, vers le milieu du joor, des vents 
> ascendans, occas^ionnés par réchauffement des plaines. L'eflèt 



(*; -MciDoire sur la mesnre des hantenn à l'aide do baromètre, etc. , page 264 
du Jouriud de Miysiqae. ( Germinal an i3. ) 
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> de ces vents iaclinés , qui deviennent presque verticaux dans 

> certaines positions^ est sensible, non-seulement sur le baromètre 
» qu*iU tiennent tantôt au dessus et tantôt au dessous de la hauteur 

> où il devrait se soutenir^ mais encore sur le thermomètre, qui 

> se trouve alors dans un courant d*air dont la température est 

> fort diâërente, ainsi que Fictet l*a observé , de celle qu'il aurait 

> dans son état d'équilibre >• 

Ce n^est ordinairement que vers le milieu du jour que l^^écjui^ 
libre se rétablit dans l'atmosphère et que le calme paraît le pin» 
complet* On reconnak cette circonstance au baromètre et au 
thermomètre qui demeurent long -temps stationnaires , et c'est 
alors ie moment le plus favorable à l'observation. 

Il est essentiel de faire des observations contemporaines^ lorsque 
l'on veut déterminer, d'une manière exacte, ta difierence des hau- 
teurs de deux stations. C'est ainsi que Ramond et Dangos , l'un 
observant sur le pic du midi de Bigorre , l'autre à Tarbes , ont 
trouvé pour la difierence des hauteurs de ces deux points, 26i2'"",g2, 
quantité qui ne diffère en moins que de 0,2 environ de la hauteur 
obtenue par un nivellement exécuté avec un soin tout particulier. 
Ces habiles observateurs, munis d'excellens instrumens scru- 
puleusement comparés entrons > avaient fait enchâsser, comme 
il est d'usage, un thermomètre dans la monture de chaque ba- 
romètre ; par ce mojen le mercure de ces deux instrumens éprouvait 
lemêoie degré de température, dans le même état de caloricité de 
l'atmosphère. Sans ces précautions , les résultats de l'observation 
eussent été a£Fectés d'erreurs assex graves, et Tauteur du Mémoire 
cité , s'est assuré^ par des expériences directes, que plusieurs heures^ 
du jour, dans une station, ne suffisent pan pour amener le mercure 
du baromètre à la température de l'atmosphère. Pour mesurer cette 
température, on se sert d*un thermomètre libre ou sans monture, 
dont les divisions sont tracées sur le tube lui-même; on le suspend 
à l'extrémité d'un bâton de deux mètres de hauteur environ , fiché 
en terre, et iocliné de manière k ce que son ombre se projette 
sur le tube du thermomètre *, alors cet instrument est préservé de 
la chaleur des rayons du soleil , et l'air circulant librement autour 
de lui l'amène bientôt à sa température» 
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l.,orsqnc Ton estime les hauteurs du baromètre et du tliermo- 
mètre, ii est utile d'observer toujours le même point phjsique de 
la surface du mercure , par exemple^ le sommet de sa convexité* 

Le baromètre lui-même doit être à l*abri de toute caate acci- 
dojitelle de chaleur, et placé d*une manière stable, afin que le 
jucrcurjt; ifait aucune agitation; et il faut bien prendre garde dans 
le transport, que l*air ne divise la colonne niercurielle , ou ne 
s'insinue dans le haut du tube. On évite cet accident en fermant 
hermétiquement l'ouverture par où l'air entre librement, pendant 
Tobservation, pour exercer sa pression sur le mercure. 

On construit maintenant des baromètres très-portatifs , les uns 
à réservoirs , les autres à syphons ; mais cette dernière forme paraît 
])réfcrable , et c'est celle que Deluc adopta exclusivement. Dans 
l'un comme dans l'autre baromètre, ce que l'on nomme sa hauteur 
est la dislance verticale du niveau inférieur au niveau supérieur 
de la colonne du mercure. Quand les divisions sont marquées suc 
la monture même du baromètre à sjphon^ c*est-à*dire h tube 
recourbé , on observe l'intervalle compris entre les deux ni- 
veaux dont nous venons de parler; mais il vaut mieux se servir 
d'une échelle graduée et tellement mobile, qu'elle puisse se hausser 
et se baisser le long de la monture : alors on fait correspondre 
l'index inférieur ou la première ligne de cette échelle , marquée o, 
au niveau de la surface la plus basse du mercure *, ensuite on place 
l'index du uonius au niveau de la surface supérieure , et la hauteur 
du baromètre est la distance d'un index à l'autre. Il est très-im- 
portant que les divisions de cet instrument donnent les centièmes 
de ligne, et que le niveau du bain du mercure affleure à un 
point de départ exempt de toute ambiguïté; car on peut s'assurer 
qu'un dii^ième de ligne correspond à une couche d'air de 3 mètres 
d'épaisseur* 

Malgré que dans toutes les formules propres à calculer les hau- 
teurs par les observations barométriques, il n'y ait aucun terme 
dépendant de l'humidité de l'air, il conviendrait cependant de 
ftiiie un grand nombre d'observations de ce genre, afin de pou- 
voir connaître , un jour , la valeur de la correction relative aux in- 
dications de rbjgromètre. 

Après ces notions sur l'emploi des instrumens, vojons ce qui 

concerne leur théorie. 

Démonstration 
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I 

DémoîÛiration de la formule de I aplace. 

III. C'est un fiiil reconnu que la densité de Tair décroît, 
par des nuances insensibles, depuis la surface de la terre jus* 
qu'aux limites de l^'atmosphère; néanmoins pour découvrir plus 
facilement la loi de ce décroisscment, nous considérerons l'air 
comme composé cle trahblies infiniment minces^ et alors il nous 
sera permis de supposer sa 4Gnaité constante dans toute l'épais- 
seur d'une même tranché* 

On sait par expérience; ^ii'àfèmpérature égale, l'air se com- 
prime sensiblement eu raison dès poids dont il est chargé j 



Qu'à pression égale > sa dilatation est k fort peu-près proportion^ 
nelle à l'accroissen^nt. de température/';ei^^e -70 pour chaque 
degré du theriafnnètre centigr^e; ^ ^; , ..... 

* • ■ ■ ■ 

Enfin y que-Ie 43aeiçiire se condense pv^ fo'firoiti et se dilate par 
la chaleur, à pêii-prtèê fcopoctionnellnseat ati changement de 
température, et de j^ pour chaque de^é idiimême thermomètre. 

Cela posé, consi^^Mi^^ d'air dcmt; là densité c=D , 

et dont la distance àii. oratCe ct^tà terre sa -|-t, a étant la dis- 
tance du même centre à la station inférieiire* Nommiéns g la 
force accélératrice de la pesantenr, jb.la pres^pn de, l'atmosphère 
dans le lieu de la molécule, et twèjk^ép'/tiÉè limité de surface ; 
on aura pour l'équati<m 'de.Vé<|^âiiiie 4an9 lé barouiètre, et à 

cause que p diminiie qtuûiÛ à' aààjbiéjaie, 

■.■.'• 

en effet le poids^d'mie substance est il^al à sa masse multipliée 
par la gravité, et la masse est égale % la dè^sidS multipliée par 
le volume. 

La pression Vftriant proportionnellement "à ta densité D de la 
molécule, midtipliée par sa chaleur que nous désignerons par/, 
il s'ensuit que 

p =; KDt , 

■ » 

K étant une constante inconnue qne l'expéiience fait connaître. 

Hh 
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Divisant la première équation précédente par celle-ci ^ on aura 

dp dz 

et en intégrant > 
La constante C se détermine en faisant z==o, et alors- 

c=inog/, 

j/ étant la pression de Tatmosphère à la station inférieure ou a* 
Toriglne des z\ partant 

/^= ^ (,\oijf-\oiV) = « log^. (i) 

Comme l'intensité de la pesanteur est en raison inverse du- 
quarré des distances, si l*bn désigne par^ la pesanteur à lasta^ 
tion inffrieure^ on aura à fort peu près 

faisant, donc z' =:z f i -— - j , le premier membre de Téquation {ly 
deviendra^ en éliminant^, 

—, il est nécessaire de connaître /* 

en fonction de z\ Or pouvant supposer, sans erreur sensible, que 
dans l'intervalle, toujours assez petit, de la station inférieure à la^ 
station supérieure, la température diminue de Tune à l'autre à-- 
peu-près en progression par di£Pérence. Soit, pour simplifier le 
calcul ^ 

f étant la température de l'air ambiant à la station la plus basse ^ 
et i étant déterminé de manière que cette expression de t repréV 
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sente la température de l'air à la station la plus haute « nous 
aurons 



fi 

ainsi l'équation (3) deviendra 

si donc on prend le logarithme tabulaire, on tnrfe. 



KM/t±J\. p' . , 



ilf = o^4^4^94^ étant le module* 

Afin de nous rapprocher autant que possible des phénomènes 
qui se passent dans l'atmosphère, il faut remarquer que la cha- 
leur augmentant l'élasticité de Tair ou diminuant sa densité , 
on doit s'élever davantage pour faire baisser le baromètre d'une 

même quantité*, le coefficient—^ supposé calculé potu: la tem- 




pérature de la glace fondante^ doit donc éprouver une augmen- 
tation de 53^ pour chaque degré de la division centigrade; par« 

KM 

<u)nséquent au lieu de -^, on écrira dans la formule (a) 

g^ ' a5o g' « g^ N *ooo A 

Bamond^ à qui l'on doit un grand nombre d'observations ba« 

KM 

rométriques , a déduit récemment la valeur du coejOBcient --7- 

d'une série d'opérations trigonométriques faites avec le plus grand 
soin, et a trouvé que sur le parallèle de 5o grades j 



KM 



8536"^ 5 



il suit de là , et «n fkisant n9agè de la borrebtion précédente ^ 
que sur ce parallèle, 

Hh a 
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Les pressions p et p étant proportionnelles aux hanfeiirs coc- 

respondantes K et h du baromètre, on devrait écrire ici k^r- 

au lieu de log — ; mais pour avoir égard à la condensation da 

mercure, qui a dû s'opérer dans la station la plus froide, et ou 
la colonne de ce fluide métallique a dû paraître un peu plos 
courte que si on l'avait observée dans une station inférieure soos 
la même pression, il faut augmenter cette colonne à raison 
de 3^\-7 pour chaque degré contenu dans la différence entre les 
températures observées aux deux stations extrêmes. Ainsi on aura 

lij^lil—^ — j au lieu de A, T et T' exprimant les tempe 

tures respectives du mercure des baromètres, dans les stations su- 
périeure et inférieure. 

Cette correction de température ne suffit pas encore; il faat , 
de plus, réduire les hauteurs observées du baromètre, à la même 
pesanteur ^ relative à la station inférieure. La pesanteur à la 

Station supérieure est ^=^.^^^7;^=^.-^ — — j en nommant 

donc li et H les hauteurs observées du baromètre, aux denx 
stations , et réduites à la même température , auquel cas 

W = A + /i ( . ~ ) , ces hauteurs réduites à la même pesan- 
teur du mercure, seront K et •,: on a ainsi 

(■+1) 

log^ = log (i^^ ) = log^+ ïlog(. +1) -, 

mais log Ti -f-^^ = Af |î — -^ + } i ^* puisque | est une très- 
petite fraction, on a à fort peu-près 

log(,4-5)=^=5.o,4343945> 
parconséquent 

log^=log^+|.o,868589. 
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et la formule (^) devient, en mettant à la place de z' sa va- 

leurz(i-l), ^ 

z= i8S50-(, +î^^).((i -f.*-).log^+î.o,868589}. 

Reste à faire connaître le changement que le coefficient i8336 
doit éprouver sou? une latitude ^[/ autre que celle de 5o^. Or 
la pesanteur diminuant à mesure que l'^on s'approche de t*équa- 
teur^ et cette diminution étant indiquée par le raccourcissement 
du pendule k secondes, il est clair que ta correction actuelle est 
proportionnelle à Vetkt de cette cause > ce qtâ exige que le coef- 
ficient x8336 soit multiplié par le facteur eooLoS >(M^ 

o,739$oa ^ 

canique Céleste, livre III, nt 4^); mais parceque sin*4=^ -— » 

ce facteur devient i»|rO,oo2845cos2>(/, et l'on a enfin 

«= 18336"" ( I +o,ooa845cosfl4)/i +îii^i^Y |(i + î^ .logg+î ^,868689 {. 

l^elle est la formule que Laplace vient de publier et de dé- 
montrer dans le livre X de sa Mécanique Céleste : pour, la sou- 
mettre au calcul, on pourra, sans erreur sensible, supposer 
a = 6366198% et prendre pour valeur de z dans le second membre, 
celle qui résulte de la supposition de-zssadans ce même membre. 

Calcul des hauteurs , par la théorie précédente. 

XI 2'. Pour rendre plus Êicile l'application dé la formule que 
nous venons de démontrer > nous ferons abstraction de la varia^ 
tion de la pesanteur en latitude et dans le sens de la verticale y 
mais alors afin que* le résultat soit un peu plus exact , nous em- 
ploierons, au lieu du coefficient constant 18336""^ le coefficient 
18393, dont Ramond a lui-même fait usage aux Pyrénées. 
Toutes les fois donc que les hauteurs à déterminer seront peu* 
considérables et non loin da la latitude de So'.', la différence z* 
des hauteurs de deux stations voisines sera donnée par la foûnule: 
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/ étant la température de l^air dans la station 1 

supérieure f Thermomëtref 

f la température de l'air dans la station infé- nihrea à mercnre. 
rieure .• j 

T la température du mercure du baromètre dans ) «»■ . 

la station «apérieure ( atta^" 

T' la température du mercure du baromètre dans i u ^ f ^^^ 

la station inférieure ) ^^^^^^^ 

h la hauteur du baromètre dans la station supérieure. 
hf la hauteur du baromètre dans la station inférieure C^}. 

Nous prendrons pour exemple les mesures que Ramoad et Dangos 
obtinrent aux Pjrénées^ et à Taide desquelles ils déterminèrent U 
hauteiu: du pic du midi de Bigorce^ au-dessus de Tarbes^ 

Le 4 vendémiaire an i^ à midi. 

Saromètic. Theim. da Baromètre. Thecmomètieliikc. 

Sommet du pic..^ . . . A =537,ao3"*"^*; r = + 9,75 '^'•'^- I as-f 4 *'«*• 
* cJ|>iiiet de M. Datogop K =735,58i r=+ i8,6a5 i^z=z^i^ i aS 

Différence . . . . • 8,875 Somme a3,ia5 

a sommes 46«a5 

Baromètre inférieur ySS-^'^'^^SSi log, :>^86665o5 

Baromètre supérieur 537 ,:îo5 log. . a,73oi584 
,541 3+ différence des therm. de correct. 

=1=5412 + 8,875=5430,875 log. . 5,7540694 
Comp. log 5412 ( log. constant )•;.•..• . 6,2666422 

Baromètre supérieur jcorrigé. . » . • • • ^ 2,73o85oo 2,73o85o(S 

Différence des logarithmes. 0^1557805 

('*') Ces hauteurs peuvent être exprimées en millimètres ou en lignes; mais la 
température doit être donnée en degrés da thermomètre décimal , ainsi ^e l'exige. 
la formule précédente. 
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Conecttan pour la température de l*ain. 
Différence des logarith. o, 1357805 k>g..9fi5:td574 

iooo+a«omme.de.Then,y.^io^,a5^^^g ^^^ggg 

° lOCX) lOOO ' -T ^ î7 

Coefficient i83g5 (log constant)* 4^64^^6 

. j*^- ■ . /. i ^ > ' - 

Hauteur cherehéç.^. .5,4^7*^55 3612^,9^1^ 

La mesure géom. de celte hauteur relatîre = nQiZ^, i Sy 

et la mesure barométrique. «. • •.»••. ^. ... ssa&i^. ^Q^^p ' 

■^ . .■ 
La différence en moins n*est donc que de. . o^^aa; 

II nous resterait à déterminer la hauteur absolue de l'une des 
stations^ c'est-à-dire sa kautenr an-dessus du mFeao^ àt la mer; 
mais il suffit d'obserrer que cette hauteur. f« déduit assez exac- 
tement de la formule ci-dessus > en supposant . que la hauteur 
moyenne du baromètre au niveau de TOcéan est de C^TâsQ, la 
température, de l'air étant à la'' centésimaAix. Dans ce calcul il 
faudra de même employer les hauteurs moyemiés du baromètre 
et du thermomètre , prises à la station dont on veut avoir l'élé- 
vation au-dessus de là' mer^ ce qui exiger que ?6h fasse ^ pendant 
plusieurs années, beaucoup d'observations météorologiques. Alors^ 
en supposera dans la* formule,. T=sA» T^=tf. (Consultes d'ail- 
leurs, sur ce point, l'Astron. phjsiq. de Biot, page ï44)« 

C'est à l'opération précédente que pourra^ presque toujours, se 
borner le calcul db» hauteur» des montagnes, comme nous Pavons* 
déjà dit} cependant, si où désire* un résultat plus etact, il con- 
viendra de tenir compte de- la pesanteur en latitude , sans toute- 
fois renoncer à l'ancien 'coefficient 18395^ trouvé^ pat Ramond ;. 
parceque, comme Tobserve ce. savanfc> ce ecgeffioiexVti renfenaii la 
correction de la pesanteur dans le sens de la verticale, pour les 
hauteurs d'environ Soco-raètres; et il est à remarquer que lïi table 
qu'il vient d'insérer dans la ^ édition de soa Mémoûreft. et qui 
donne directement le logarithme du coefficient iSSgS, corrigé de 
l'effet de la latitude, dispense de tout calcul à cet égard. Malgré* 
cda, quand on aura fait usage de bonsinstrumens, et qiue l'on 
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sera fondé à croire qu'aucune cause perturbatrice n'est de nature 
à influer sensiblement sur le résultat de l'observation , il faudra , 
pour déterminer avec une très-grande justesse lea élévationa des 
hautes montagnes^ employer la forranie (art. m) dans toute son in- 
tégrité, et le calcul sera commode en^nettant cette fbrmule sous 
la forme 

le signe supérieur ajant lieu quand la latitude de la station est 
moindre que 4^ degrés, et le signe inférieur devant ètro pris 
dans le cas contraire. 

Calcul exact de la Jormulc précédente , appliquée à la 
mesure de la hauteur du Ghimboraço^ dont la IcUùude 
est de I ®. 45'. 



* 



Baromètre. Thenn. do Baromèc. Tbcnn. libre. 

Observations j Chimboraço. iS/ja'^*"* ' Tf-iOïC/*»**^' • «p- i^gf'****^- 
de M. Humboldt. l Mer du sud. 337^7 +^5,3 +s5^3 

Différence i5|3 Somme aZ,j 

fi soDuikies 47»4 

jBaromètre inférieur 557,7 lignes log a,52855i i 

Baromètre supérieur 167,^ lignes log.. 2|2a32365 
.54i:2+différencedes therm. de correct. 

= 5437,3 log.. 5,7545858 

Comp. log 541^ ( log. constant) 6,21666432 

Baromètre supérieur corrigé. a,aa44635 3^!ia44635 

Difféi^nce des logarithmes o,5o4o688 



Correction 
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Correction pour la température de Vaîri 
Différence des logarith«o^5o4o688 log. 914^29718 

aocxD-f-a sommes des Therm. 10Â7 Ji , ^ ^ 

1535 ^=-:^-=t.o4741os.o,oaoi ia6 

Coefficient i8536 (log. constant ) 4,2635046 

SoauDe des logarithmes 5^7663890 

Correction pour la latitude. 

Somme des logarithmes 3,7663890 

log cos 3^. 3o'=fl fois latitude. 91999189a 
logda aomb. comt. o^ooa845 . 7,4^4o8fl3 

7,45307 1 5 0, ooa8397 
+1^ 

1^00^8397 log. 0,001 aSi 5 
Hantenr approchée. 3,7676205 5856*,a6i 

Correction pour la diminution de la pesanteur dans le sens de la 

verticale. 

Hauteur approchée , log -, . . 3,7676205 5856*26a 

Différence des logarithmes o,3o4o688 

Nombre conâtant 0^868589 

■' • 

1,1726578 log... 0,069171a 



Comp. log 6366198 (log. constant) 3,1961 199 

Hauteur approchée , log • • «, 3,7676205 

o,8oo532i 
Log. de la différence des logarithmes, a soustraire 9Â^^S7^7 

1,3175604 -f. 20,775 
Hauteur absolue du Chimboraço 6877,037 

On trouverait par un calcul semblable, 26i5"',aa pour la hau- 
teur relative du pic du midi de Bigorre 5 situé à la latitude de 
43^ } ainsi la différence entre le résultat rigoureux et celui du 
calcul approximatif est si petite , qu'il est probable qu'elle est 

en-de^à de Perceur provenant de Tobservation. 



:ï5a TRAITÉ DE GÉODÉSIE^ 

Usage du baromètre pour déterminer les distances 

horizontales. 

II 3. Les ingénieurs qui doivent tracer rapidement la topogra- 
phie d'un pays de montagnes, peuvent, pour cet effet, tirer un grand 
parti de leurs observations barométriques ; car on confit que si 
deux observateurs prennent simultanément les distances au zénith^ 
des divers sommets où Pon porte les baromètres, on pourra ensuite^ 
à Taide des hauteurs déterminées par la méthode précédente , cal- 
culer les distances horizontales comprises entre les verticales de 
ces sommets. Or si z est la hauteur relative ou la différence de 
niveau des deux points de stations; «T^ S'\es distances an zénith 
observées-, et B la distance horizontale cherchée^ on aura par 
l'article io6^ 

z = 5tangf(cr — cT)^ 
d'où Ton tire sur-le-champ 

Ainsi la distance itinéraire de deux points de 'station est 
égale à leur différence de hauteur , donnée par les baromètres ^ 
et multipliée par la cotangente de la demi-différence des dis- 
tances au zénith observées. Le seul cas où la distance B ne peut 
être déterminée^ arrive lorsque les deux distances au zénith sont 
égales , ce qui est évident. 

Cela posé , soit 

z=:7iM48, /= 100^.2/. 87^,67, cr'=:99f\9y.96%a4^ 
on aura par les logarithmes 

logz=: 1,8539891 
log cot r ~. \ £= 2,6009281 

log B ^ 4,4549172 s=a85o4-^^75î 
donc la distance cherchée est de 28504*^^ 75. 



r\ 
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En opérant ainsi de sommet à sommet , on aura en peu de 
temps une assez bonne triangulation; et dans ce cas, il est remar- 
quable que les diffiSrencet de niveau se déterminent par le baro- 
mètre j beaucoup plus exactement que lorsque les observations cor- 
respondantes sont faites dans des régions ou Pair peut se trouver 
dans des états trèsidifféèens. , ; 

Ce serait ici le lieu de parler des niveaux dont les ingénieurs 
des ponts et chaussées font principalement usage lorsqu'ils nivellent 
une grande étendue de terrain ^ soit pour construire aes grandes 
routes , soit pour ouvrir des canaux, ou pour établir tout autre ou- 
vrage dans lequel il importe de déterminer la quantité exacte des dé- 
blais et des remblais. A cet égard , nous pourrions faire connaître 
l'instrument connu sous le nom de nweau à bulle ^d* air, perfec- 
tionné par feu M. Chézi^ inspecteur des ponts et chaussées ;- mais 
nous pensons que le cercle répétiteur doit être employé de préférence 
dans les nivellemens , toutes les fois que Von veut atteindre à une 
grande précision ) il serait donc à désirer que cet instrument devînt 
d'un usage plus général. 

Nous terminerons ici tout ce que nous avions à dire touchant 
la géométrie appliquée sur le terrain \ et nous allons faire con- 
naître les méthodes astronomiques qui scînt le complément de la 
science que nous avons entrepris de développer» 
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TRAITÉ DE GÉODÉSIE^ 



LIVRE IV. 



PROBLÈMES D'AS TRON OHrS. 



CHAPITRE PREMIER. 

Calcul de la décïuudson au soleil pour un autre méridien 

que celui de Paris. 



ii4 -LiBS Tables de la Connaissance dès Temps n'étant paf 
encore calculées suivant le sjstëme décimal > nous emploierons 
dorénavant la division du jour en a4 heures- > et celle du cercle 
en 56o degrés; ainsi, lorsqu'on aura observé un angle avec le 
cercle répétiteur divisé en ^oo^ grades , on le convertira sur-le» 
champ en degrés p à Taide des tables destinées à cet usage f oxx 
par un procédé de calcul &cile & imaginen 

i'^ Exemple. Qn^ demande la déclinaison du soleil le 29 ventôse 
an II (8 mars i8o5), à midi ^ à Porto-Ferraîo (île d'Elbe), dont 
la longitude Est, au méridien de Paris, est de 7*,5gf.3o%a. 



Puisque Por to-Ferraio est à Torient de -Paris , et que la longi- 
tude 7*.59'.ao^a, réduite en temps à raison de 1 5* par heure, est 
de 5i'.57^7j ^ s'ensuit que lorsqu'il est midi à Porto-Ferraio le 
28 ventôse, il est 5i'.57',7 ^® moins à Paris; c'est-à-dire , :a5\ 
28'.a',5 le 27 ventôse , temps astronomique. La question est donc 
réduite à trouver, pour cette heure, la déclinaison du soleil. 
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Déclinaison du soleil à Paris le 28 ventôse an 1 1 jp 

à midi vrai o''.4d'.5S'. 

Déclinaison le 2g o .a5 . 1 1 



Variation diurne en déclinaison — o"* . aS' . ^' 



Partie proportionnelle pour 35*.28'.2%5,... . — o*,23'.io'j4 
puisqu'en a4* la déclinaison diminue deo*.25'.4^\ 

Déclinaison du ® le a8 à Paris 0.4^ «^^ 

Déclinaison du ® à Porto-Ferraio le 29 ventôse^ 



an II, à midi o'.25'.43%6 

a' Exemple. Trouvet la déclinaison du soleil j le 3o Tentose 
an 1 1 , à Porto-Ferraio. 

Déclinaison du ® à Paris pour midi , 29 ventôse ... o"" . a5\ 1 1' 
Déclinaison le 3o • 6 . i .28 



Variation diurne — o**.a5'.45' 



Partie proportionnelle pour 25*,28'.2^5 — • o*.a5'. ii',4 

Déclinaison le 29, à Paris o .a5 . 1 1 

Déclinais, australe le 5o ventôse à midi, à Porto-F. o"" . l^ 59^,6 

Z* Exemple* Trouver la déclinaison du soleil, le l'r germinal 
an 1 1 à Porto-Ferraio# 

Déclinaison du (§) à Paris , pour midi y 

3o ventôse an 1 1 ..»;•• r «... • . o^. I^a8^ Australe. 

Déclinaison le x*^ germinal • o ,22 .i5 . Boréale. 

Changement en déclinaison pour 24 heur, o"" . 214' A^'* 

(,Cc8 deux dédinaisons d'ajouteat , parcequ'ellea «ont _^^___^._^_^__, 
de dénominatioiis difiPérentes). 

Partie proportionnelle pour aS* . 28' . 2', 5 . o* . a5 . 9^4 
Déclinaison du ® à Paris, le 3o ventôse, o • i • 28^^,0 
Déclinaison boréale du |§) pour Porto-——— 
Ferraio, à midi, iZ germinal... «•....» o''•2I^4^^4• 

Ainsi la variation diurne du 3o ventôse au i'' germinal, k 
midi, à Porto-Ferraio comme à Paris, était de 23^4l^ 
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toujours positif. C'est sur ces formules que sont , construites le$ 
Tables de Delambre, (Connaissance des Temps pour 17884^ 
page 3a6). 

nut. asc. droit. =— i5',4ttnQ— tangZ)(7^,85co8^— Q4.i*',i5coa^+Q)...(5) 
nut. décl. = 7',858in(^— Q ) + i%i5sin{A+ Q) (4) 

Q désignant la longitude du nœud de la lune. Lorsque la décli- 
naison est australe^ le 'second membre de cette dernière formule 
doit être négatif. Les Tables de Lambert, pour la niit§tion en 
ascension droite et en déclinaison , ont été construites d'après ces 
mêmes formules» 

[Application des formules précédentes à V étoile polaire 
observée le 9 vendémiaire an 11, (i^^ octob. 1802). 

Calcul de raberration en ascension droite. 

L^ascension droite moyenne de 
rétoile polaire , pour le 9 yen- 
démiaire an 1 1 , ou Azs^^ .\V. \l{.&^5 

A cette même époque, la lon- 
gitude du soleil , ®=fi • 7 .54.. ....... 7*.54'.o* 



/ 1^9 



^+®..= aoo^.48'. 6'..=ao*.48'.6 
^*— g)t^.. ■ 174 «19 «54 •• s= 5 ,40 .6 

Or ce jour-là la déclinaison D de l'étoile était de 88\ i5'. 19*^6, 
donc 

V Logi9%i7= i,a8flSa — Logo',83=>- 9,91908 

Zr. cos (^—©Drs— 9,99787 I'.co8(><+®)=:- 9,9707a 

C.L.QoW= i,5i653 C.L.cotD— i,5i653 

— a,797oa=:— 6afi*,70 +i,4o635=:+a5^4g 

4- a5,48 

— Goi^^aa 

Donc Taberration en ascension droite ^ssGoi'^aass 10'. 1^:22. 

Calcul 
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Calcul éh la nutationen ascms&fh droite. 

L^aseension droite de rétoile^ u4z=s o^. i5\i4'. 6* 
La longitude du nœud de la 

lune^pourlegvend.an II.. Q=:iî.io. 6 ^9^54' 

. . ^+ 0= 553\2o'. 6'... 6\39'.54' 
^— .'a ss— . 526 ,5i .54..*55. 8. 6 

I^S/^fiSs 0,89487 Logi',i5=: 0,06070 

co8(^— Q)^ .9,9329» co5(^+Q>=i 9,997o5 

V — tapgZ? =3—1,5 iG33 — tang/>=3— i,5i633 



« 



,334i«a— ai5*,85 —1,57408==— Î/.S 

— 37 ,5 — log i5*,4=N-i,i875a 



I 

+ 5,a4 H-o,7i948=a 5',a4 

-a48',i9 

ainsi la nutation en asceimon droifess:.-«a48'^09as— >4'.8'>09« 

Récapitulation, 

Ascension droite inojen]ie....»;;...rr.T s=:IS^•I4^ 6',5 

Aberratioa. .««^ •/•«••••••• «• *H xo. x,a 

^ Natation ; — 4. S,i 

Ascension droite apparente • . 5= i3*. 19'. 59^,6 



. .^t 



Calcul de Vàberration en déclinaison. 



«in(^—®)=»— 8,99460 8iii(^+®)=>— 9*^Wi 

wxD^ss 9>99979 ainjPsa 9*99979 

«■■■ ' > " ■ ' " 

— o,a770i=»rx',89 rH>46928=»fo'#a9 

Kk 
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• 

~ I/.7',96 = — 0,90091 
C08 (§) = — 9,99620 
cos D = 8,48547 

H-9;38o58=+o^24 

+ 0^39 

+ 0,53 
— 1.89 

Donc , aberrat. cû décl. = — 1',56 

Calcul de la nutation en déclinaison. 

L. 7^,85=0,89487 L. 1^,1 5= 0,06070 

sîn (-^— Q)=9,75769 gin (^+ fl>=>-9,o648o 

+0,65256=3+4^29 —9, 1 255o=— o', 1 5 

,i5 



Donc j nutat. en décl.s=5-f-4% ^^ 

Récapitulation^ 

Déclinaison moyenne s= 88*.i5'.i9',6 

Aberration — > i ,56 

Nutation J^ 4 1^6 



Déclinaison apparente = 88^ i5'.22%4 

117. Voici maintenant le calcul de l'heure Vraie du passage 
de Tétoile polaire au méridien. 

2' Exemple. On demande quelle a été l'heure Traie du passage 
de rétoile polaire au méridien de Porto-Ferraio > le 9 vendémiaire 
an 1 1 ( 1" octobre 1802) ? 

Ascension droite moj. de Pétoîle, le 1 1 nivofte an 8 1 5* . 5' . 1 5' 
Variation annuelle pour a ans | 8 .5i ,5 

I ■ Il I ■ ■ . ta» I 

Ascension droite moyenne i le 9 vendém. an 1 1 • iS"", i4^ 6^,5 
X.a longitude du soleil,, le 9 vendémiaire ^ étant 
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de 6'.7*.34', Paberration en ascension droite. . •=-+* ^o . i ,a 

La longitude du nœud de la lune^ à la même 

époque^ étant de ii^^.iC^.ô'^ la nutation est — • 4 • ^^i 

Ascension droite apparente de Tétoile i3*. I9^59^6 

Cette ascension réduite en temps ^ à raison de 
iS** par heure , donne o*.55'. i9%97 

Distance de Péquinoxe au soleil^ le 9 vendémiaire^ 
pour midi ^ à Paris 11 .32.i5 

Temps approché du passage de Tétoile au méri« 

dieu de Paris ^ i a* • aS". 52^^97 

Diminution proportionnelle de la distance de 
* l'équinoxe , à raison de o* . 5' . ^^fi P^ ^4* > c'est- 
à-dire faites la proportion 

24*:i2*.25'.5a%97::5\57^.6:aî=i'.53^66... — i .52,66 

Hmire précise du passage de Tétôile au méridien 

de Paris i2*.23'.4o',5i 

Autre correction de la distance de Téquinoxe pour 
51^57% difipérence entre les méridiens ; laquelle doit 
se faire comme ci-dessus^ à raison de 3'. 37^,6 par 
24^ > et se prendre en plus> parceque Porto-Ferraio 
est à. Test de Paris ; elle se prendrait au contraire 
en moins ^ pour un lieu qui serait à l'ouest * H^' 4^^^ 

Temps vrai astronomique du passage de l^éfoile - 

polaire par le méridien de Porto-Ferraio j le 9 ven- 
démiaire an II I2*.2^^45^II 



^^m 



On aura ensuite le temps moyen du passage par la méthode de 
Tart. 122. 

Quand on a trouvé comme ci-dessus le temps approché du pas* 
sage de l'étoile au méridien de Paris ^ on peut achever plus prômp- 
tement le calcul ainsi qu*il suit : 

Temps approché du passage au méridien de Paris. 1 2* . 25' . 32^97 
Dififérence dos méridiens, à l*est, réduite en. temps. — • 3 1 . 57 ,00 

Ainsi lorsque Pétoile passait au méridien de Porto ; 

Ferraio, il était à peu-près à Paris 1 1^53^ 35^,97 

Kk 2 
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Correction de la distance de Téquinoxe au soleil 
pour cette heure, calculée à raison de S'.Sy^ô par 
^4* 9 c' ^^^ ^^^^ toujours être retranchée — • i^^j^dS 

Heure approchée du passage au méridien de 
Paris ^ + 12 .25 .3a ,97 

Temps vrai ou apparent du passage de l*étoile 

au méridien de Porto-Ferraio. i2*.25'.45^ii 

Pouc faire voir que ce second procédé revient au précédent ,* 
soit h , l'heure approchée du passage de Pétoile au méridien de 
Paris , J" la différence des méridiens , et ^ la variation diurne 
de la distance de Téquinoxe au soleil. Ainsi, par le premier pro* 
cédé , rheure approchée du passage étant h , \a diminution pro- 
portionnelle de I9 distance de Téquinoxe, à raison de p par 24^, 

sera — -^^ ^^ ^'^^ ^^^^ P^^'^ Theure précise dti passage au méri* 

dien de Paris, 7» — -7. 

Ajoutant à cette quantité, la correction de la distance de Véquî-^ 
noxe au soleil , eu égard à la différence des méridiens , puisque 

Porto-Fcrraio est à Vest; c'est-à-dire ajoutant +r2>l'bGure vraie 
du passage au méridien de cette ville sera ^•""rj+'T-. 
Ce résultat pouvant se mettre sous la forme 

on reconnaît sur-le-champ qa^il donne lieu aa second procédé*. 



• 
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CHAPITRE III. 



*"" De la réfraction astronomique. 

1 18. Il est naturel de pensar que les rajons de lumière qui vîenncnt^'^- '^ 
des astres suivent rigQureusem^pt une ligne droite, en traversant 
l'espftce immense dans lequel, roulent les corps i^élestes ^ mais une 
fois arrivés à l'atmosphère, ils se meuvent dans des milieux de 
dijSî5rente densité, et doivent pour cette raison être soumis aux 
mêmes lois que les rajrons lumineux qui sont lancés près de la 
surface de la terre. Il s*ensuit donc que les astres paraissent plu» 
élevés qu'ils ne sont réellement , ou ce qui revient au même , 
que la distance vraie du centre d'un astre, au zénith, est égale 
à sa distance apparente augmentée de la ré&actioo* 

T 

On a reconnu par un graad nombre d'expériences , que la ré- 
fraction diminue depois l'horizon jusqu'au zénith où elle est nulle; 
qu'elle dépend de l^état du baromètre et du thermomètre dans le 
lieu de l^obserf ateur , et qu'au - delà de lO* de hauteur elle est à 
très-peu'près proportionnelle à la tangente de la distance apparente 
de l'astre au zénith, moins quatre fois la réfraction. 

La plupart ded astronomes donnent la préférence aux fables 
de réfractions de Bradlej , que Delambre a, depuis peu d'années, 
calculé de nouveau avec plus d'exactitude, et dans l'hypothèse 
que l'état moyen de l'atmosphère répond à i3**,5 du thermomètre 
centigrade ( lo"" du thermomètre de Réaumur), et à 76 centimètres 
(28 pouces) du baromètre décimal. Malgré que ces tables, rela- 
tives aux hauteurs apparentes, soient imprimées dans la Co/z/ia/^- 
sance des Temps de chaque année, nous en avons donné d'analogues 
à la fin du livre V: on y trouvera aussi celles des réfractions moyennes 
pour les distances vraies au zénith, parcequ'elles sont utiles dans 
le calcul des observations azimùthales ; elles sont accompa- 
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gaées des tables de correction pour les différentes hauteurs du 
baromètre et du thermomètee. Voici le moyen de faire usage de ces 
dernières tables. 

On a observé une étoile à ^S"" de distance au zénith , au moment 
où le baromètre marquait aS^"*** 6^^ , et le dkermomètre de Réau- 
mur + 9"* : on demande la correction qui doit affecter la réfraction 
mojeune» 

La hauteur apparente de Tétoile étant de'47*# ^^ réfraction 
moyenne pour cette hauteur est de o.'S2 '^Connaissance des Tempsji 

on trouve ensuite , Table XI , que pour dS^'* 6"* , 

la quantité • x:=i'}'0,oijg, 

et que pour -f- g"* du thermomètre ^=4- o^oo55. 

Ainsi la fonction C^+J^+^y); qui est le facteur par lequel il 
faut multiplier la réfraction moyenne, =:i'{^o,o235(y'ojrez aussi 
Tusage des Tables). 

Donc la .correction de température dir=:«h ^'>^4 

Donc la réfraction absolue ou actuelle • . •' r =: o\54%o4 

Donc enfin la distance vraie de l'étoile au zénith^ =4^''«o'«^4'*^4 

f^oici le résumé de ce calcul f 
Distance apparente 4^^\o\ (/ 

Réfraction moyeime pour cette distance +(/.5a!'fio^ , r / ^ / 

n ^ A l ' ^ T /?+ o.o.54>o4 

Correction de température -f- 1 ,Q4i ^ 

Distance vraie, 4^\q'.54'',o4 

Il faut toujours prendre , dans ce calcul , la correction de tem* 
pérature avec le signe que donnent les Tables , parceque la dis- 
tance vraie est , comme nous Pavons déjà dit , égale à la distance 
apparente augmentée de la réfraction actuelle (*). 

Quant à la théorie complète des réfractions > voyez Touvrage 
cité^ à la page 22g. 

(*) I.a Table X des Réfractions pour les distances apparentes au zénith , donne 
•ur-le-cliamp la réfraction Traie. Cette Table a été calculée à TObservatoirc , su» 
les nouveliei formules de Laplace, et rient de m'être communiquée par Bouvard. 
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CHAPITRE JV. 

'h ■ m 

JDe la varallaxe des astres. 

* '■Mb 

119* Xi^AKGLE sons lequel'. on verrait An centre d'tm astre le^iG.41 
rajon de la terre 9 se nonune la parallaxe de cet astre } ainsi pour 
un observateur placé en A sur la surface du globe ^ la parallaxe 
du soleil S est Tangle ASC. D est évident ^ à la seule inspection 
de la figure ^ que la parallaxe diminue à mesure que l'astre s'élève , 
et qu'elle est nulle quand il arrive au zénith : il est donc impor- 
tant de la connaître pour différentes hauteurs et pour différens 
temps de Pannée. On voit en outre que lés étoiles qui sont toutes 
à une distance énorme de la terre ^ n'ont pas de parallaxe sen- 
sible. ( On trouvera une Table de la parallaxe du soleil à la fin 
de cet Ouvrage )• • ■' 

Maintenant pour montrer comment on doit tenir compte de la 
parallaxe dans les calculs astronomiques ^ soit S le lieu vrai et 
S' le lieu apparent du centre du soleil j z=zZCS sa distance 
vraie au zénith , telle qu'elle serait prise du centre de la terre ; 
Tz=zS*AS\n, réfractioEi mojenne corrigée de la température^ et p 
la parallaxe ASC de Pistre S. 

Cela posé, la distance apparente au zénith, observée du point A, 
ou l'angle Z-^*S'=x— r+;?-, car d*abord 

ZASz=zZCS + ASC:=z+p^, 

mais parceque la^ réfiraction élève les objets ^ ou ^ ce qui est de 
même , diminue leur distance au zénith ^ on a ensuite 

ZAS" = ZCS' ^ASrc = ZCS — SCS — ASC^ 

ou à cause de y s: 5 et de S^ASzs^SCS y du moins à très-peu-près ^ 
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ou bien 

Ainsi l^ la distance apparente an zénith , obsenrée à la snrfaee 
de la terre , est ^ale à la distance vraie prise du centre , diminuée 
de la réfraction et augmentée de la parallaxe. 

a"". La distance vraie prise du centre de la terre est au contraire 
égale à la distance apparente observée à la surface^ augmentée 
de la réfraction et diminuée de la parallaxe. C'^effet de la paral- 
laxe est donc d'abaisser \e$ astres dans leurs verticaux respectifs. 

Nous prévenons une fois pour toutes^ que dans le calcul de la 
position des astres , on fait toujoors usage des trikngles Sf^Yériques^ 
dont les côtés sont des arcs de grands cercles de )a sphère céleste : 
ainsi en. pareille circonstance on doit employer pour distance 
vraie d*un astre au zénith > celle qui serait prise dn centre de la 
terre. Mais quand il s'agit d'une étoile » iVn'j h, plus de différence 
sensible entre les angles -Zy/y et ZCS\ c'est-à-dire entre les an- 
gles qui seraient mesurés à la surface cb la terre ^ et ceux qui se- 
raient observés au centre* ^ 
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OBSERVATIONS ASTRONOMIQUES. 
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CHAPITRE PREMIER. 



Manière de déterminer la marche d'une pendule par 

rapport au soleil et aux étoiles. 

Première Méthode, par les hauteurs correspondantes du soleil. 



I20. HiK supposant qne le soleil dëcrive perpétuellement le même 
parallèle^ et que les circonstances de son cours soient les mêmes 
après comme ayant midi , on aura de la manière suivante l'heure 
quf marqua une pendule au moment où cet astre passe au méri- 
dien da lieu de l'bBsènration. 

Observez le temps où Tun des bords du soleil se trouve à une 
certaine hauteur apparente vers l'est ^ ainsi que le temps où le 
même b<xd arrive à la même hauteur vers l'ouest y le milieu entre 
ces deux temps sera l'heure que la pendule marquait lorsque le 
centre du soleil passait au méridien. Si j par exemple^ le bord in- 
férieur du soleil était vu le matin à la haute^ir de ao^, Idïsque la 
pendule marque 8^.4^.58'^ et que le même bord fût apperçu le 
soir à la même hauteur , pendant que la pendule marque S^o'. 3*, 

Ll 
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l'instant du midi vrai serait annoncé par cette pendule , à 1 1^ .55\ 
5o',5 , moitié de 8* . 46' • 58* + 1 5* • o' . V. 

On ne peut se dispenser de répéter cette opération au moins huit 
à dix fois le matin, et autant^le soir; afin que le milieu pris entre 
tous les résultats, donne le plus exactement qu'il est possible, l'ins- 
tant du midi. 

Quand on prend plusieurs bauteurs le matin , il est indispensable 
d*en tenir note, afin de pouvoir remettre, le soir, la lunette supé- 
rieure dans les mêmes positions qu'elle avait avant midi; en com- 
mençant toutefois dans un ordre inverse, comme cela est évident. 

C'est de cette manière que nous primes , à l'île d'Elbe , des 
hauteurs correspondantes du soleil , les 29, 3o ventôse et i'' ger- 
minal an 1 1. Voici la série des seules observations que nous pûmes 

faire le rzg. 

» 

Le matin f 

à la hauteur appcurente H' , la pendule marquait 8^4^. i^ 

H' 8.5i .28 

H' 8 .55.55 

Somme des temps du matin a6\55\36' 

Le soir , 

à la hauteur apparente H', la pendule marquait i^^.S^.Sj'^ 

H' i4.58. I 

fl' » i5 . I .i5^ 

Sonune des temps du soir 44^. Sa'. 53^ 

celle du matin étant • 26 . S5 36 

le milieu entre ces deux sommes, ou le 6' :s 1 1\54'*44%^^ 

Ainsi le centre du soleil passa au méridien à ii'^54'.44'^^^ 9 3* 
très-peu près, en temps de la pendule. ' . 

C'est ordinairement avec un quart de cercle astronomique que 
l'on observe les hauteurs correspondantes des astres j mais le 
cercle répétiteur peut très-bien servir au même usage. Four cet 



effet l*on fixe à zéro la lunette supérieure , et après avoir visé avec 
cette lunette un objet éloigné » on dirige Taxe, optique de la lu- 
nette inférieure vers le même objet *, ensuite on dispose le limbe 
de l'instrument dans le vertical de l'astre ^ de manière que la bulle 
d'air du grand niveau soit exactement au milieu du tube. Dans 
cette position la lunette inférieure est horizontale ; ainsi la lunette 
supérieure rendue mobile et amenée sur l'astre , parcourra sur le 
limbe ^ un arc qui sera la mesure de l'angle de hauteur de cet astre 
au-dessus de l'horizon. 

Nous venons de faire connaître le résultat assez exact de nos 
observations du :2g ventôse ; et nous nous assurâmes de même par 
un grand nombre de hauteurs correspondantes prises les jours sui- 
vans , et dans des circonstances plus favorables y que durant la 
présence du soleil dans le méridien^ la pendule marquait ii^^54'.7' 
le 3o ventôse j et ii*.55\3o'^88 le i'' germinal: mais ces résul* 
tats ne donnent pas encore l'instant précis du midi vrai compté 
à la pendule , parceque le cours du soleil n'est pas tel que nous 
l'avons supposé d'abord. Il importe donc de faire connaître la cor^ 
rection qu'il s'agit d'emplojer en pareil ca$. 

Recherche de la correction à faire à r heure déterminée par 

les hauteurs correspondantes du soleiU 

131. Lorsque le soleil s'avance dans les signes septentrionaux, 
par exemple, sa déclinaison est plus grande le soir que le matin, 
(art. 4); parconséquent si on l'a observé à 210^ de hauteur avant 
midi , l'angle horaire correspondant était plus petit que celui qui a 
eu lieu le' soir à la même hauteur. D'où il suit que si ee dernier 
angle surpassait le premier de :20% leur demi-diflférence 10' serait ce 
qu'il faudrait ôter du milieu pris entre les temps des hauteurs égales, 
pour avoir le midi vrai. 

En effet, désignons par P l'angle horaire du matin, et par 
P+ <f^ l'angle horaire du soir, lorsque le soleil est descendu à 
la même hauteur. Le milieu m entre ces deux quantités sera 

Jw = P+^jdoncP = P + -— -=3m— -. 

LI a 
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Cela posé , $oit Z la distance du soleil au zénith , et qull est 
inutile de connaître y pourvu qu'elle soit la même avant comme 
après midi ^ A la distance du pôle au zénith ^ du le complément 
de la latitude Z/j S le complément de la déclinaison^ dn soleil^ 
ou sa distance au pôle ^ P Tangle horaire du malin ^ c'est-à-dire 
lors de là première observation. 

Soient de même Z, B\ P' les valeurs respectives de ces quantités 
lors de la deuxième observation. Avantmidi^le triangle Z/'aS' donnera 

cosZ=cos-^cosJ5-|-siri-^sin5cosP. {al) 

Après midi^ le triangle ZP^S' donnera 

cos Zz=z coi A cosiJ' + sin-4sin3'cos-P'. {b) V 

Mais dans le cas des hauteurs correspondantes du soleil , £^ 
et P' diffèrent très-peu de B et de Py faisant donc B — B^:=idB 
çt P— P'cs^P, (^ étant suppôt plus grand que iS^)^ on aura 

COS -B' =cos {B — dE) = cos B + dB sin B 
sinB':^sin{B — dB)=zsmB — dBcosB 
cos P' =cos (P — rfP) = cos P + ^ sitt jP 

Ainsi l'équation (b) deviendra , par le mojfen de ces valeursT^ 
et en négligeant les quantifiés du deuxième ordre ^ 

cos 2? = cos u4 cos B -^ dB sin B cos >rf + sin-^sin-ScosP 
— ^fSsin ^ cosJ? cos P+^P sin J^sin iîsinP j 

de celle-ci sonstirtljant l'équatiott (a) , le reste sera 

dP sin^sin^ sin P = — <^5(8in5co8-4--siii^ coSnBcosP) j 

r ■ 

d'où » 

rfP = — rf^C^ — cot-Bcotpy 

»• 

La wriation- dB étai^ «primée^ en Jegrés de iiégnaSeur dans 
la formule précédente, il convient delà convertir en temps, à 
raison de i5^ par heures il faudra donc diviser d£ par i5, et 
alors la correction cherchée |era réduite en secondes de t^nps , 
par la formule 




f 

Dans celle - o4j dB" a été considérée ^originairement comme 
positive^ parceqne le changement «n déclinaison est supposé se 
faire du chié^ du nordj et en effet ^ B^È' par hypothèse. Mais 
lorsque ce changement a lieu du côté du pôle austral j dB est né- 
gatif, et Ton a 






^.^(^-«"'■p'w^) « 



*T. 



ITans aucun cas , il ne peut y avoir d'incertitude sur le signe 

dP 

de la correction — ; pourvu que l*on prenne négativement tang L 

et tang D pour Phémispn^re auskal^ ainsi que cot P^ si P est phis 
grand que 90** ou 6 heures. 

Application de la formule précédviie. 



-I 



Les hauteurs correspondantes prj^es le aa ventôse an 1 1 > à 
Porto-Ferraio, dont la latityd e^= 42^49' -^^^jant été observée 
vers 8*. 5 1'. 52' du matin et 2*,57\58* du soir, il s'est éceulé 
6*. 5'. 46' entre les teakps moyens des observations du mefin et 
du soir : or comme ce jour-là le dhangement en déclinaison 
pour 24^^ était de 2V ^"^ x)n aura celui qifi répond à &.5' . 46'' , ou 
seulement à 6* .9^ au moyen de 6|itte proportion 

. :24* : Q\5' :: 23'.4a" : a:=56o%4r 

ainsi la variation en déclinaison ou ^/i5^;=:S6o*,4> et elle est 
positive, parceque le soleil s'avance vers le nord. 

De plus, l'angle horaire, qui répond à la différence de 8*l5i'.52^. 
à u*.54'.44%85, c'èst-ànRre, à 3\i',52'',83, est âteez ftfticitemcnt 
de 45** . 43' • I ^'',45 1 à raison de une heure par i5**j et cela est évi- 
dent, puisque cet angle <^épend du temps qui t^est écoulé dejpuis 
la première observation Jusqu'au moment du midi vrai. 

Cela posé, on procédera au calcul de la formule (i), ainsi 
qu'il suit : 
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Z,.tangL(4a».49 . 60=9,96689 — cotP= -9,98909 

Comp.log8inP(45^43'.iO=o>>45i3 —tangD(a8'.4a*,8)=— 7,931^^7 

+o»iiaoa +7>9io96 

= »>a943 = 0,0081 
0,0081 



i,3oa4. 

Il suit de là que (^^^— cotPtangZ)) = i,5oa4, et parconsé- 
quent que 

dP 56o%4 



a 



3o 



X i,3o24=i2,oi5 X i,5oa4=— 15',64. 



Ainsi , puisque l'heure trouvée par un milieu entre les temps 

des hauteurs correspondantes du 29 ventôse = 1 1 \ 54' . 44%85 

et que la correction sz= — i5 ,64 

Tinstant du midi vrai était donné par la pendule, à 1 1* . 54' . 29% 19 

et parconséquent cette pendule était en retard , ce jour-là , de 
o*.5'.5o^8i sur le midi vrai. 

Cherchons, par la même méthode^ les corrections pour le 3o veii« 
tose et le i^' germinal an ii. 

Le 5o ventôse^ le milieu entre les 16 temps a donné ^ pour le 
midi compté à la pendule, 11*. 54'. 7% et Tintenralle moyen entre 
les observations du matin et celles du soir était de 5^.:i^ ./^o' \ 
ainsi le changement en déclinaison pour ce temps, ;=dB'';=5icC,^, 
à raison de nV.J^' par 24 heures. 

L'angle horaire P = 4o* . 1 5' = 2* . 40' . 5a% 

et au moment de la première obsenration la déclinaison australe 
du soleil, ou D;s=:o''./il'.Z^'fi• 

La latitude L s 4a'. 49^6'' 
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IogtangL= 9,96689 — cot P= 0,07285 

C.log8inP=o, 18998 — tangZ?=7,i28o5 

+0,15687 = 1,4351 +7,20090^=0,0016 

+0,0016 

1,4567 

dp 

donc — =— • i5^,5i j donc enfin le midi vrai, compté à la pen- 
dule, = 11* .55'. 51^69^ et cette pendule retardoit sur le midi 
vrai, deo\6'.8%3i. 

Le i^^ germinal , le milieu entre les 14 temps a donné pour le 
midi approché, ii*.55'.3o'',88j et l'intervalle moyen entre les ob- 
servations du matin et celles du soir était de 5\4<>'-io'; d'où il 
suit que le changement en dt^clinaison pour ce temps, ou ^jS'=335'',5, 
à raison de 33'. 4^' V^^ ^4 heures. 

D'un autre côté, Tangle horaire P = 42''-3i' = 2*.5o'.4'* 
La déclinaison boréale du soleil , Z? = o'. i8'.53%7, 

et la latitude £, = 42^49'. 6\ 

logtangLs=B9,96689 — cot P= 0,03769 

C.logsinP=o,i7oi7 +tang-D=7,7398i 

0,13706=1,371 1 ' — 7,77750=— 0,006 

—•0,0060 

i>5p5i ^ 

dp i 

ainsi — .=:— i5',a6^ et parconséquent l'Instant précis du midi 

était, en temps de la pendule, à ii*.53'.i5%62; elle était donc 
en retard , 'de o* . 6' . 44',38. 

123. Il reste maintenant à déterminer la marche de la pen- 
dule, par rapport au temps moyen (art. 5). Pour cet effet, on 
calculera le temps mojen au midi vrai à Porto-Ferraio , pour 
les 29, 3o ventôse et 1^ germinal, et l'on en déduira facilement 
l'avance ou le retard de la pendule sur le temps mojen. En- 
suite la différence de ces deux avances ou retards sera la marche 
de la pendule : c*est ce que le calcul suivant fera connaître. 
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Le 2Q ventôse an 1 1 à midi , à Porto-Ferraio , répond , comme 
nous -l*avon8 vu, à 23*.a8\a*,3,le 28 à Paris > temps astro* 
-' nomifue» 

Or le temps moyen au raidi vrai, le 28 à midi à Paris =0^ . 8" . 1 1',5 
et le temps mojen au raidi vtai , le ag «, «• . =0 . 7 . 55 ,5 

donc la différence en a4 heures , o*,o\i8%o 

Donc , pour le ^29 vent, à midi , à Portai'* 
Ferraîo, ou pour le 28 , à^^ Paris , j|i. . . . • , '^ ii*.28'» a' ;5 te^^"a! 

le temps mojen, au midi vrai, sk o . -7 .53 ,9 

et puisque le midi vrai à la pendule était 

cejour»là, à ^^••••.•.•^•«t «. n •54*^9j<9 

il s'ensuit que la pendule retardait.ar.lB' 

temps mojen, de. •.«...•• o*.i5'.24',7i (*)• 

A 

t 

Le 5o venlose an 11 Ji midi ^. à Porio-Fivraio, était le 29 ven- 
tôse à Paris^ kaV. sS'^a^S, temps astronomique, 

le temps mojen au midi vrai , le ag vent. , 

à Paris, * = o*. 7'.55', 5 

le temps mojen au midi Htï , le 5o == o . 7 .55 ^ 4 

Difiérence en ^4 heures...»..^*- o^. d.iS", i 

♦■■ 

Donc pour le ^9 ventôse , à Paris, à.. *^ , 11*. 28', 2' /Sd»»^"^»- 

le temps mojen au jnidi vrai ^«(« • = o • 7 «^^ >^\ 

et comme la pendcflcimorquait au midi vrai xi .53 .5i ^69 S 

son retard sur le temps mojen était de. ». o^. i3\44%i ^ 



M- 
.1 



Le i«' germinal àii 1 1 & midi, à l'ila d^be, répond au 3o ven 
tose à Paris, à 23».28'.a%5. 



M*ntHHH 



{*) On trouyeraît tncore le même résultat de la manière suivante. 
LeagimidiyiPorto-FerraiOy la pendd* retardait sur le midi yrai^ de o^. 5^ 3o*,8i 
Et le temps moyen avançait sur le midi vrai , de o . 7 • 53 ^9 

Donc la pendule était en retard sur le temps mo/en^ de. . . o\ l3^ ^,7^ 

Le 
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Le temps moyen au midi apparent ^ le 
5o ventôse, à Paris, = o*. 7'.55'', 4 

Le temps mojren au midi apparent , le 
I" germinal , = o . 7.17, 2 

Différence en 24 heures — o*. o'. 18", ^ 

Ainsi le I" germinal an 11, à Porto 

Ferraio , ou le 3o ventôse à Paris , à . . . . 1 1 * . 28' . 2', 5 ^'« ™a»»» 

le temps moyen au midi vrai = o . 7 . 17 ,6 i 

et comme la pendule marquait à midi vrai 11 . 53 . 1 5 ^6:1 | 

il s'ensuit qu'elle retardait sur le temps — — — 

moyen, de o*,i4'. i',98 

S'il eût été possible de multiplier davantage les observations 
du 2g ventôse, nous pourrions conclure que la pendule retardait 

exactement sur le temps moyen, de i5'.44''jII""ï5'-^4'#7ï=i9%4 p 
dans l'intervalle d'un midi vrai à l'autre ; mais aucune cause 
n'ayant troublé sensiblement les observations des 3o ventôse et 
i^'^ germinal , nous pensons que ce retard est plutôt de 
i4'.i%98 — i5\^',iis=2ij'',8j , ou simplement de 18* dans l'es- 
pace de 2y.5g\4'^',S, temps moyen» Cependant il n'y aurait au-^ 
cun inconvénient à prendre un milieu entre ces deux résultats» 
En général, il est important de faire une longue suite d'obser- 
vations de ce genre, pour déterminer avec précision la marche 
de la pendule, parceque le temps est un des élémens les plus es- 
sentiels du calcul des asimuths , des latitudes , etc. . • • 

Maintenant, faisons voir comment on trouve l'heure par les 
hauteurs absolues du soleil. 



à 



Deuxième méthode , par les hauteurs absolues du soleiL 

1^5. Ce n'est ordinairement que quand ^atmosphère se maintient 
dans tm état de pureté, que l'on est sûr du succès de la méthode pré- 
cédente*, mais cette circonstance étant quelquefois rare, il vaut mieux, 
pour déterminer l'heure , mesurer uniquement avec le cercle ré- 
pétiteur la distance du centre du soleil au zénith , avant ou après 
midi. Four ne pas être obligé d'avoir égard à son demi-diamètre 

Mm 
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apparent, on observe alternalîvement le contact des bords su- 
périeur et inférieur de cot astre avec le fil horizontal de la lu- 
nette, de manière que le til vertical passe le plus près possible 
du centre de l'astre. 

Supposons, par exemple, qu'après six observations conjuguées 
faites le ii germinal au 12 (i^'^a^r// i8o4), à 45**. 17' de latitude 
nord , el par /^o" . i5' de longitude occidenlale, l'arc parcouru par la 
lunette supérieure du cercle soit de 4^2'') 1^ sixième de cet arc, 
= 77*% SiTa la mesure de la distance apparente du centre du 
soleil au zénith. Supposons, de plus, que le milieu entre les six 
temps donnés par la pendule soit de 4^.12^10'. 

On sait que la dislance vraie d'un astre au zénith est égale 
à sa distance apparente, plus la réfraction, moins la parallaxe 
(art 119): or la distance apparente du centre du soleil au zé- 
nith, réduite en degrés sexagésimaux j est, dans cette circons- 
tance , 6g''. 18' 

La réfraction mojenne corrigée de la tempé- 
rature, par le procédé de Part. 118, est sup- 
posée de 2\5o' ) + G. 2 .a2'jo5 

La parallaxe du soleil, pour le 11 
germinal, et à 20*. i de hauteur j est — 7 ,96 

Donc la distance vraie du centre du soleil au 

zénith est = 6g'' . 2o\ a2%o5 

On calculera ensuite, par la méthode de Tart. ii4> la dé- 
clinaison du soleil pour le jour , l'heure et le lieu de l'observation. 

Déclinaison du soleil pour le 11 germinal an 1:1 à 

midi , à Paris 4^54^25^ 

Déclinaison pour le 12 4 '^7 -^o 

Changement en déclinaison, pour 24 heures o*.25\ i5^ 

Le II germinal, à 4\i2'.io' du soir, par 4o*-i5' de longi- 
tude occidentale, répond au 11 germinal à 6* .55'. 10' comptées 
à Paris; ainsi la partie proportionnelle pour ce temps. = 6'.4^%3 

Ajoutant la déclinaison du 11 germinal, on aura 
pour la déclinaison boréale cherchée 4''-4i'« 5^a 
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Cela posé, dans le triangle spbérique PZS on connaif ^ \'^. ZP,^io.44 
ou le complément de la latitude; o^. ZS , ou la distance vraie 
du centre du soleil au zénith ; S"", enfin PSz=:\b, distance de l'astre 
au pôle^ ou le complément de sa déclinaison» 

L'angle horaire P s'obtiendra donc par la formule de Tart. 25. 

Calcul de V angle horaire. 

Distance vraie du centre du soleil au zénith =6g^ . %d . aa'^oS 

Complément de la latitude =^4^ .4^ C.sin= 0^1378859 

G>mplément de la déclinaison =85 .18 .54 »8o. . . C.sin= O1O014534 



Somme, aoi ^ . sa' . 1 G'^SS 

\ somme. 100 .41 • 8 Jifk 

\ som. — comp. latitude 5.3 .58 . 8 ^ sin=: 9190778S9 

\ som. — comp. déclinaison. ... i5 .aâ • i3 ,6a sinzs 9i4â334a3 



*9»47o4S78 
log sin 4 P = 9,735a339 

ainsi iP..=3a^55^3o^5 

L'angle horaire ZP*S est donc de65%5i'.i^=4*.23'.a4%o6 i«mp» ▼ai- 
mais la pendule marquait 4 «^^ «lo 

Donc au moment de Tobservation , elle 

retardait sur le soleil ^ de o\i i\ i4'io6« 

Maintenant, voici le calcul qu'il faut effectuer pour connaître 
la marche de la pendule par rapport au temps mojen. 

L'heure vraie ou apparente pour le méridien et le moment de 
Tobservation , était à 4*-35'. 24^06 

Ajoutant la différence des méridiens a. 41 

on a l'heure vraie que Ton comptait à Paris au même — 

instantj le 11 germinal an \2 7^. 4'<24'>o6 

Letempsmojrenaumidivr.leiigerm.ani!2^àParis^ o*. 5'. 57*, a 
Le temps mojen^ idem^ pour le 13, o • 3 .38 ^ 8 

Di£férence en a4 heures ^— 18'^ 4 

Mm a 
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Ainsi pour le ii germinal an i3, à j^.4'*^^'jo6 du soir, li 
temps moyen au midi vrai est o*. 5'.5i%8o 

Ajoutant l'heure de Paris, temps vrai, 7 . 4-^4 >^ 

on a l'heure de Paris, temps moyen , au moment de — 

l'observation , 7* . 8' . i5*,86 

( Si cette somme surpassait 12% on en ôlerait 12 
pour avoir le temps moyen). 

mais la pendule marquait 4*i^*i^ 

donc elle retardait sur le temps moyen , compté à — 

Paris, de 2*. 56'. 5%86 



Après avoir pareillement calculé l'heure vraie, à Taide des hau- 
teurs absolues du soleil, prises dans le même lieu à une autre 
époque, on déterminera comme ci-dessus l'avance ou le retard 
de la pendule , par rapport au temps moyen ; et de là on en con- 
clura aisément l'avance ou le retard, dans l'intervalle de ces 
mêmes observations. Divisant ensuite ce dernier résultat par le 
nombre des heures moyennes qui se sont écoulées depuis une 
époque jusqu'à Tautre , le quotient sera la quantité dont la pen- 
dule avance ou retarde par heure , sur le temps moyen. On voit 
présentement ce qu'il faut faire pour régler la pendule sur le 
moyen mouvement du soleil, afin de la rendre utile aux usages 
de la société; mais en astronomie, il n'est pas absolument né- 
cessaire qu'elle soit réglée ainsi; il suffit au contraire que l'oa 
sache exactement de combien elle avance ou retarde sur le temps 
apparent , ou sur le temps moyen , ou enfin sur le temps sydé- 
rai. C'est ce que confirmeront les exemples de calculs astrono^ 
miques que nous donnerons par la suite. 

Troisième méthode ^ par V observation des étoiles. 

i24« La marche de l'horloge, relativement au premier mo- 
bile, ou aux éloiles, dont les retours aux méridiens sont égaux , 
se détermine de la même manière que par rapport au soleil/ Si, 
par exemple, on observe^ à la même hauteur, sur l'horizon, 
uMe étoile fixe , avant ou après son passage au méridien , le mi- 
lieu entre les temps des deux observations sera l'heure que l'Jior- 
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loge marquait à Vinstant du passage; et si le lendemain on 
observe encore cette étoile , on saura à quelle heure elle se sera 
retrouvée dans le méridien ; parconséquent on connaîtra si l'hor- 
loge suit exactement le mouvement diurne du ciel ^ ou de com- 
bien elle avance ou retarde en ^4 heures sjdérales. Dans ce 
dernier cas^ on abaissera ou Ton élèvera ^ par estime^ la lentille 
du pendule^ afin de faire retarder ou avancer Thorloge; et Ton 
s'assurera par d'autres hauteurs correspondantes , prises à diffé- 
rentes époques j s'il est encore nécessaire de changer la durée 
des oscillations du pendule* 

Il convient^ pour faire usage de la méthode d'observation ac- 
tuelle ^ de choisir une des étoiles qui passent au méridien pen- 
dant la nuit> et c'est de quoi l'on s'assure en calculant l'heure 
approchée de ce passage, comme nous l'avons enseigné art. ii5. 
Il faut aussi , pour que l'étoile paraisse animée d'un mouvement 
fort sensible , qu'elle soit observée loin du méridien et dans le 
voisinage du premier vertical *, pourvu toutefois qu'elle soit un 
peu- élevée au-dessus de l'horizon, afin d'éviter les erreurs qui 
pourraient résulter . des variations de la réfraction dans les basses 
régions de l'atmosphère. 

On règle encore ime horloge sur le temps sjdéral , par la mé- 
thode des hauteurs absolues d'une étoile : pour cet effet,, l'on 
calcule, comme il est dit à l'art. irtS, l'angle horaire de l'étoile, 
à Taide de sa déclinaison, de sa distance au zénith et de la la- 
titude du lien; mais ici la distance vraie au zénith est seulement 
égale i la distance apparente , plus la réfraction j puisque la pa- 
rallaxe est sensiblement nulle. 

L'angle horaire Je Tétoile étant trouvé , on le convertira en 
temps, à raison de iS** par heure, et le résultat exprimera des 
heures sjdérales; on saura doue sur-le-champ de combien l'hor- 
loge avance ou retarde sur Tétoile,* au moment de l'observation. 

Supposons, par exemple, qu'un certain jour avant le passage 
de l'étoile au méridien , l'angle horaire réduit en temps ait donné 
a\i4'.24% au moment où la pendule marquait 5*. 1 5'. 5o^: cette 
pendule avançait donc sur Tétoile, de i*.i'. 6". Supposons encore 
que le lendemain^ après Je retour de la même étoile au méri- 
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dien , Pangle horaire ait été trouvé de 4* • 8' . o*, lorsque la pen- 
dule marquait 5*. 9'; donc au moment de la seconde observation 
la pendule n'était en avance que de i*.i' sur le temps svdéral- 
donc elle retardait de 6" dans l'intervalle de 3o*.2a\24% ou de 
^ de seconde par heure. 

Une horloge réglée sur les fixes , et à laquelle on ferait mar- 
quer o*.o'.o* quand le point équinoxial du printemps entre dans 
le méridien , donnerait en temps , l'ascension droite de tout astre 
au moment où il serait au point culminant^ c'est-à-dire à sa plus 
grande élévation au-dessus de l'horizon. Ainsi ^ en prenant dans 
la Connaissance des Temps le complément à 24 heures de la dis- 
tance de l'équinoxe au soleil pour un jour proposé^ on aura son 
ascension droite pour ce jour-là^ ou ce qui est de même , Theure 
que l'on doit compter à midi vrai à Paris, sur l'horloge des étoiles. 
Il résulte même de cette remarque un mojen très-simple de faire 
marquer à l'horloge réglée sur les fixes, o*.o'.o% lorsque l'équinoxe 
passe au méridien } car si avec une lunette méridienne (^) on 
observe ime étoile lors de sa culmination , et que l'on mette en 
même temps le pendule de l'horloge en mouvement/ les aiguilles 
du cadran étant préalablement fixées sur Theure donnée par l'as- 
cension droite de l'étoile } cette horloge sera réglée comme on le 
desirait. L'ascension droite se calcule pour le jour proposé, par la 
méthode des art. ii5 et 116, et se réduit en temps à raison de 
i5* par heure. 

Au défaut d'une lunette méridienne on aura recours à la mé- 
thode des hauteurs absolues ou correspondantes du soleil ou des 
étoiles, et par-là on connaîtra la marche de l'horloge. Supposons, 
dans cette circonstance , que le midi vrai ou apparent arrive un 



(*) On appelle lunette méridienne ou instrument des passages ^ une lunette assu- 
}étie à tourner exactement sur deux points fixes. Pour la disposer dans le plan du 
méridien , on observe Tétoile polaire au moment de ses passages supérieur et in- 
férieur , et si Tintervalle des temps entre deux passages consécutifs sont parfaite- 
ment égaux ^ la lunette est dans le plan du méridien : dans le cas contraire il 
y a déviation ^ et alors on amène Tobjectif de la lunette du côté où Tintervalle 
était le plus grand; après quelques essais de ce genre« faits pendant plusieurs jours « 
on parviendra à placer exactement la lunette. 
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certain jour k io*.4i'*5o' en temps de l'horloge réglée sur les fixes, 
etque l'ascension droite du soleil^ à cette époque, soit de 6*. 20'. lo'^; 
alors l'horloge aura marqué au moment du raidi, 4^,ai/.ao'' de plus 
que l'ascension droite du soleil. Pour la retarder de cjette quantité , 
on fera marcher un compteur ( * ) d'accord avec elle j ensuite pen- 
dant qu'une personne retiendra les secondes qui s'écoulent , une 
autre arrêtera le pendule de l'horloge , et fera rétrograder les ai- 
guilles de 4^. I9^:lo' seulement , afin d'avoir tout le temps de faire 
cette disposition-, et à l'instant où les 120' ôtées de 4^. 21'. 20" 
expireront sur le compteur, on remettra le pendule en mouve- 
ment : par ce moyen la présence du point équinoxial au milieu du 
ciel sera, à l'avenir, annoncée par l'horloge, à o^ . o' . o', ou ce qui est 
de même , à 1 2^. Néanmoins on ne pourra se dispenser de vérifier 
de nouveau la marche de Thorloge , lorsqu'il s'agira , par la suite > 
de faire des observations importantes ; d'abord parceque rascension 
droite apparente des étoiles change peu à peu ^ en vertu du mou- 
vement des équinoxes sur l'écliptique ( art. S) , de la nutation 
et de l'aberration } ensuite parceque la marche de l'horloge pour- 
rait avoir été altérée par quelques causes phjsiques qui ne se seraient 
point décelées, ou dont il serait impossible d'évaluer les effets. 

125. Les opérations précédentes peuvent être récapitulées et 
abrégées ainsi qu'il suit : 

V. Four régler une pendule sur le temps sjdéral par le soleil, pre- 
nez des hauteurs absolues du soleil trois ou quatre heures avant ou 
après midi. Calculez l'angle horaire (a^t. i:i3)} cherchez. dan3 
la Connaissance des Temps la distance A de l'équinoxe du soleil 
pour Tinstant de vos observations ; prenez le complément à 24* de 
cette distance ; alors le temps sjdéral sera 

(24* — Arpiy), 

H étant l'heure de l'observation. 
Soit P le temps de la pendule pour l'instant de l'observation^ 



I , 



( "^ ) Le compteur est une petite pendule qui sonne et marque les secondes seu- 
fement,; il est surtout, utile quand on est obligé de faire des observations .astro- 
nomiques on peu loin de Thorloge. 
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sera la correction de la pendule. Si l'observation est faite avant midi; 

le temps sjdéral * =(^4* — ^ — fl") 

et après midi^ ce temps =(24* — A + iï). 

En répétant les mêmes opérations plusieurs jours de suite , vous 
saurez si la marche de la pendule est trop lente ou trop rapide. 

a"". Par les étoiles; prenez des hauteurs d*une étoile, et calculez 
Tangle horaire comme ci-dessus, après avoir cherché le déclinaison 
de l'étoile par le procédé de Tart. 1 16. 

Soit H l'angle horaire trouvé ,etA l'ascension droite de l'étoile 
pour le jour de l'observation , corrigée de Taberration et de la na- 
tation , art. 1 16. Cela posé, si les hauteurs ont été prises à l'orient j 
le temps sjrdéral ^^(^ — ^)* 

Si au contraire elles ont été prises à l'occident , 
le temps sjdéral :=z(A^ff)^ 

Soit P le temps de la pendule , 

(AzpE[)^P 

sera ce qu'il faut ajouter au temps P. 

Ces opérations faites plusieurs jours de suite , montreront si la 
marche de la pendule est trop lente ou trop rapide ; et il est évident 
que par cette méthode, comme par la précédente, le mouvement d« 
la pendule est comparé à celui du point équinozial. 

Dénomination des principales étoiles y et moyen de les 

reconnaître. 

ia6. Les méthodes précédentes ainsi que la plupart de celles qui 
feront l'objet des chapitres suivans , resteraient sans application 
si l'on n'avait aucune connaissance de la sphère étoilée. Cette 
connaissance s'acquiert aisément à l'aide de cartes célestes dont 
les astronomes font usage , et cela en comparant les situations res- 
pectives des étoiles qui j sont gravées , avec leurs positions réelles 

dans 
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dans le ciel. Cependant » au moyen de la detcription que nous 
allons donner f on saura bi||ntôt distinguer; Jps unwdes autres , les 
étoiles les plus remarquables; et l'on pourra ainsi se passer du 
secours des»carfes astronomiques. 

La grande Owr^tf, vulgairement appelée le Chariot ^ est une 
constellation de sepj étoiles. Suivant Tusage reçu parmi les astro- 
nomes , elles sgnt comme lés autres étoiles ^ désignées par 
des lettr« grecques , ainsi que le représente la Flanclie VI. La 
droite mwée par /S et a , passe très-près d'une étoile asifris belle » 
autouède laquelle toutes les autres qui Vavoisinent semblent tour- 
ner. Celle-ci décrit elle-naôme un fort petit cercle autour du pôle 
du monde ^ et est appelée étoile^ f)o/aire ; elle est de S« grandeur, 
et la principale de la petite Ourse , autre constellation à-peu-pr&s 
semblable à la grande. 

La l^ne menée par les étoiles ^ et m de la queue de la grande 
Ourse , et prolongée de 5{ degrés environ > passe fort près d'une 
étoile de la première grandeur > nommée Arcturus , ou 1*a du 
Boiwier. 

La Chèvre est utte autre étoile de la première grandeur , située 
sur la ligne menée par cT et « de la grande Ourse. 

La ligue tirée de Tétoile s de la grande Ourse k la polaire , 
passe de Tautre cdté du pAle^ au milieu d'une constellation nommée 
Cassiopée , et composée de cinq étoiles principales qui font une 
espèce de iif ou de cbaise renversée. 

On trouve la constellation du Lion, en prolongeant de 4^* environ 
vers le midi la droite ^ui joint et et ^ de la grande Ourse; elle 
forme un grand trapèze, & l'un des angles duquel est une étoile de 
la première grandeur , nonounée Régulas. La queue du Lion jS est 
une étoile de la deuxième grandeur, située un peu au midi de la 
ligne tirée de Régulus à Arcturus, et est à i5* de Béguins vers 
l'orient. 

La constellation d'Orion est un groupe de plusieurs étoiles 
rangées suivant l'ordre que présente la figure dessinée dans la PI. IV : 
en hiver elle paraît du côtédu midi vers les sept à huit heures du soir. 
Dans l'intérieur du quadrilatère formé des étoiles >, ot, x, fi ou Rige^ 
on remarque trois étoiles en ligne droite, désignées pn J'ê^, et 

Nn 
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CHAPITRE IL 



Observation et calcul deê latàudes. 



127. Xj A latitude cl*ua liea terrestre^ os la hAutenr du pôle te 

détermine par des hauteurs du soleil ou des étoiles^ mais on 
choisit ordinairement, pour faire ces observations ^ une des étoiles 
circompolaires; parcequesi, pendant une longue nuit, on observe 
sa plus grande et sa plus petite hauteur, c'est-à-dire ses deux 
passages au méridien, la demi-somme de ces hauteurs, diminuées 
chacune de la réfraction, sera la hauteur du pôle cherchée. 

La méthode actuelle suppose que l*on a inyariablement fixé 
tm quart de cercle dans le plan du' méridien, en Tadossant contre 
une muraille, instrument que Ton AOBune pour cette raison un 
mural: mais les ingénieurs-géographes étant obligés d'observer^ 
dans des lieux où il serait souvent fort difficile et ' très-dispen- 
dieux de faire établir un pareil instrument^ se servent plus com<« 
modément du cercle répétiteur, qui a d'ailleurs l'avantage ex- 
clusif de donner, par des observations multipliées et dans une 
seule nuit, la latitude à la précision d'une seconde. A la vérité, 
les distances au zénith observées avec ce cercle ne sont pas prises 
dans le plan du méridien; mais on lesj réduit par la méthodf 
suivante. 

Correction des distances au zénith, observées j^rès du méridien. 

FiG.^a Soit Z le «énith de l'observateur, P le pôle, E Tétoile sup- 
posée très-près du méridien ZPj PE sera, la distance de l'étoile 
au pôle, ou le complément de sa déclinaison, Z£ sa distance au 
zénith observée. 
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Prenons Pâ:=iPEf Ze sera la distance an zénith telle qu*elle 
aurait été observée dans le méridien ; et conune pour le cas de 
la figure, ZE^Zc, soit ZEz=:Ze+x. 

D'ailleurs ^ 

Z^ = ZP — P£;=(i^ — Z.) — (i^ — Z))s=:Z)~Z, 

D étant la déclinaison de Tétoile E, et L la latitude du lieu ^} 

donc 

ZJB = Z)— -Z + JC. 

Le triangle spliérique ZPE donne 

cos^JE = cos PE cos PZ + sin PE sinPZ cosP, 

ou 

cos(D*^Zi^z)ssitinDsinL'{»cosDcosLco9Pi 

mais à cause de cos JPss: i — a sin^^P, on aura 

cos (I>— £» 4-x) = sinDimL + cosDcos L — s cosDcosLsm'iP. 

m ■ ■ I 

Développant le premier membre par la ibrmule connue , il 
viendra 

coa(D '-£)cosx-«»ân(2>-— Zr)a]'nx:=:co8(D— £)-— aco8Z>coi£8in*|P. 

ISettant pour cos^ sa valeur i— âsin^iorj on aura 

co8(D — ^L)--*ûco8 (D—- £.)ain*f x«-4in(/>— Z.)8i]ia;==oo8(19— Z^) — flsin^iPcosDcosZi. 

■i. ■ 

Enfin réduisant et divi«uit tout pdr^(£X— £), on trouvera 

8ma:*f-âC0t(Z7— £)smria:s= — BïaKb—L) — * 

Il est facile de résoudre cette équation par rapport à sin a; } 
mais les deux premiera termes de la série à laquelle on parvien- 
drait étant toujoui|S sufiBsans^ on les obtiendra plus prompte* 
ment ainsi qu'il suit. ^, 

Puisque x est très-peCit, ona sinio: =:|-sin^^ et sin^io; s^sin'^r} 
et connue d*aprèii Téquation précédente Ton a a peu de chose 
près 

a sîn* \ P cos D cos L 



m. 
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on aura plus exactement 

»"^^= .CniD-L) ieot(i>-L)«m-j: 

OU en prenant l*arc pour le sinus et réduisant en secondes , 
(art. 5i }, 

un{D — L)sini \ *in(L>— £,) $ini / ^ ' ^ -' 

Le second terme se calcule Ëicilement à Taide du premier , qui 
le plus souvent suffit. 

A la seule inspection de la figure, on voit que laTafenr de x^ 
donnée par la formule ci-dessus, se retranche de la distance ob- 
servée, quand Tétoile passe entre lepAle P et le zénith Z; ainsi 
Ton a Ze:=:ZE — x. Si an contraire elle passe au-dessous da 
pôle, la valeur de x conservera les sigpes qn*elle a plus haut; 
mais an lien de (D — L), on metfnt (i>-f-£), paicequ'alors 
Zte=ZP+PjE=2^— <Z)-f-X). 

Enfin si l'étoile passe au midi du zénith , auquel cas 
Ze=zPE—PL:=zL'^D , il faudra changer les signes de la v^i» 
leur de a:, et mettre L — D à la place de D^-^L: ainsi l'on 
aurait pour le soleil comme pour unç étoile 

6in(Z< — D^smy ' \ «1(1.— Ujttar J ^ ■' ^ ^ 

en ayant cependant le soin de changçr le signe de D ^nand la d6* 
clinaison de Tastre est australe. 

Soit que Ton ait Tintention de calculer directement la valeur 
de a:, soit que Ton veuille former des tables, de réduction pour 
les étoiles que Ton aura choisies, il faudra connaître à fixrt peu 
près la latitude du lieu. Si donc elle ne peut être conclue des 
opérations géodésiques (art. 79), on considérera les distances 
au zénith observées à l'orient et à Toocident, et fort près du 
méridien , comme ayant été prises dans le méridien même , et 
Ton en conclinra la latitude approchée du lien. 

Supposons, par exemple j que Ton sache par Ift néfiiode de 



LIV.RE V. . dSj 

l'art. ii5, à quelle heure Tétoile polaire passera au méridien 
un certain jour > et que vers Tinstant de ses passages supérieur 
et inférieur on ait observé ses d^ux distances aû\:(énith, ainsi 
que l'état du baromètre et du thermomètre^ on iTnalk làliCude 
approchée ainsi qu'il suit : *^. ■ 

Passage supérieur. Passage inférieur. 

Soit , distance apparente au zëûith , 45^^79801 47^^64250 

Bëfr.mcçpeaneoorrigéedelatempér. o >oi495 o ,oi'jof 

on aura, distance vraie, 45^%8i^96 Al^fi^^j 

Donc, demi-somme, ou distance vraie du pôle au zénith, 4^^,!23626 
donc enfin, complém. de cette demi-somme, ou LatiU, 34 ,76374. 

1:28. Le calcul des tables par la formule donnée plus haut est 
assez lacile-, car sin^^JP et sin^jP étant les seules quantités va- 
riables, il s'ensuit que quand on aura le logarithme du premier 
nombre de la table, les logarithmes de tous les autres nombres 
s'obtiendront en ajoutant successivement les difiTérences des loga- 
rithmes de sin'iP et sin^jP, 

Prenons pour ei^emple l'étoile polaire qui, comme le dit 
Delambre, semble mériter la préférence parmi celles que l'on 
peut choisir pour les observations de la hauteur du pôle. On dé- 
terminera d'abprd la latitude approchée pour le. lieu de l'obser- 
vateur, par le procédé précédent, et la déclinaison apparente de 
l'étoile, selon la méthode de l'art. 117. Une erreur de quelques se- 
condes sur chacun de èes élémens n'est d'aucune considération. 

Û 

Supposons que la latitude Z = Ifif'.io'.ii/E/ 
et que la déclinaison 2> =: ^ • i3 .So 

on aura i? — L=i fyx"". 3'.5o* 

D^t^ss^ i54 .24 .lO...... 45'.55'.5o'. 

Ensuite le calcul des facteurs constans de la formule (i) se 
fera ainsi qu'il suit : * 
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Passage supérieur. Passage inférieur. 

X. 3.. o,5oio3 

C sin i^ . .'i 5,3i445 

cosD.k 8,49101 

cos jL 9,84057 

5, 94684 5 , 94684' 

C. 8in(Z) — L). • . 0,17409 C siû (D^^L) 0,14604 ,^ 

log a... — 4^12093 log a. . . + 4^09388 

a log a. . . H- 8,24*86 zloga... — 8,18576 - 

ii 9'69897- 9»<59^7 

Z..«ini' 4,68557 4.68557 

cot(i) — £.)...:.. 0,04484 cot(Z?+X)... — 9,99094 

logb... + 2,671^4 Iog3.., 4- 3,56134 

Il ne 8*agit plus^ pour calculer la table de réduction^ tant 
ponr le passage supérieur que pour le passage inférieur , que 
d'ajouter successivement à ces logarithmes constans les différences 
logarithmiques de sin* | P et de sin^ \P , comme nous l'avons déjà 
observé j et comme on peut le voir par l'exemple de ces addi- 
tiohs^ mis à côté de la table XIII ^ a' partie. 

Pour le passage supérieur^ la réduction est sousfractîve ; 
parceque le second terme, quoique positif, est toujours plus faible 

que te premier, qui, dans le cas actuel, est négatif. 

* * 

Pour le passage inférieur , le premier terme est positif, et le 
•econd Test aussi ; parceque D^L est tou^m» plus grand que 90^ : 
aindi la réduction est additire. 

Quoique pendant ro)>S(irvatîon d'^e mêmç étoile, la déclinai- 
son D varie par la précessioa , l'aberration et la nutation , l'on 
peut regarder ôette déclinaison comme constante, dans l'inter- 
valle de trois à quatre mois j mais après ce temps il faut refaire 
la table, ou la corriger par les formules que Delambre a don-* 
nées (page 5o de son Mémoire cité). 

Ce célèbre astronome, à qui appartient la méthode précé- 
dente^ 
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dente i prescrit de faire pour tout l'intervalle de l'observalion 
d*une méûie étoile, uii^tableaa qui donne àe4éàx jours en dix 
jours la position apparente de l'étoile^ c*ëit-à-dire son ascension 
droite en temps , et sa distance au pote à-peu-près connue, 
affectées Tune et l'autre de la précession , de Taberration et .de 
la nutation, (art. 116^. On coniçolt en effet qu'avec c^. secours 
le ealcul est plus facile et q^oins sujet à erreur. 

Oi^vite des cqrxections trop fortes ^ en observant pende mi- 
nutes ;a^ant et^dpr&s le passage au méridien; 

. «9* Il n'est pas nécessaire de noter chaque distaince au zd- 
nith , prise avec le coMle répétiteur, parueque l'on perdrait un 
temps précieux qu^il xcMEivleq^f^ au contraire d'emplojer à multi- 
plier les observations autant ^que possible; mais Toa tient registre 
des infljtaqf en observations données par k. pendule (art. 5^) , 
afii^ que }a comparaison de ces instans avec Theure du passage de 
l'étoile au méridien (art. 1 17 et.pageay^) donne les angles horaires P» 
aveç^ lesquels on cherchera dans la table les réductions corres- 
pondantes. La somme de toutes ces réductions , divisée par le 
nombre des observations, sera la réduction moyenne que l'ou 
retranchera (pour un passage supérieur) de la moyenne entre 
toutes les distances observées^ c'est-à-dire de Tare total parcouru^ 
divisé parlé nombre des observations ; le reste sera la distance 
apparentei teRe qu'elle aurait été observée au méridien. Ces re- 
marques seront mieux saisies , si Ton jette un coup-d'œil sur le 
tableau suivant, extrait du Mémoire côté de Delambre. Voici 
les principales données d'après lesquelles ce tableau a été formé. 

Suivant la Conàaissancù des Temps de Pan 5, l'ascension 
droite mojenûe de V étoile polaire^ réduite au i*^*^ janvier 1797 , 
=±ita* . 55' . 55\ Variation annuelle , 189'' -, et sa déclinaison moyenne 
=88*. i5';iï7'. Variation annuelle, + i9%6. 

Au 1 1 décembre 1796 , la longitude du soleil = Ô^.ao*. lô'.g^i 
et le lieu du nœud de la lune ;=;3*^.2''.io'« 



Oo 
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POLAIRE. Passage supérieur, 2 1 frimaire a/x 5 (i 1 déc* 1 796); 

Ascension droite , apparente. . . o*.5i'.55' 
La pendule > réglée sur le temps 
sydéral^art. it^et 12 5, retardait de 0.1.0 
Passage au méridien^ en temps de ~— — 




5o4^a4^l^^6a 



Somme des réductions. 
qu*il faut diviser par le nombre àes observations. 

Quotient — 3*',545 

Distance moyenne au zénith , entre les 1 a observées. 4^®. a'. i^jfiSS 

Distance méridienne, apparente ^0!* . \' .bW^ ,oc^o 

, k^ uo\ f Réfraction moyenne + 5i ,020 

(Art. 1I8). 1 ^ . , , I 5r c 

{ Correction de température ► • -7- ^ *->7^ 

Distance polaire + 1 .46 .22 ,3jo 



Distance vraie du pôle au zénith 4^°-49'- '4''>99 

Latitude 46 .io.45 »oi 



Si la pendule était réglée sur le mojen mouvement du soleil^ 
il faudrait, après avoir cherché les angles horaires comme ci- 
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demis ^ les augmenfer tons à raison de 10' par heure » ou de 1' 
pour 6' (art. 5), cette précision sera suffisante ; mais pour plus 
de facilité j on réglera d'avance la pendule sur le temps sydéral^ 
quand on devra observer des étoiles. 

On rend la latitude indépendante de Terreur produite par celle 
qui pourrait affecter la déclinaison^ en observant deux passages 
de rétoile ; et Ton obtient par ce moyen ses deux distances vraies 
au zénith j dont la denii*somme est le complément de la latitude 
(art. isj). 

Quand on observe un grand nombre d'étoiles , le calcul des 
latitudes s^abrège considérablement à l'aide des tables générales 
que Delambre a données dans la Connaissance des Temps de 
Tan 12. Nous avons seulement inséré ici deux de ces tables^ 
parcequ'elles suffisent à la rigueur : elles sont comprises sous 
les numéros XIV et XV $ et elles donnent respectivement 

les factejirs ^ ^!" \ ■ et ^^^.° \ ■ des i'' et 2' termes de la correction x. 

^insi le calcul sera réduit à celui des autres facteurs 

dépendans seulement de la déclinaison et de la latitude. 

Pour exemple de Tusage de ces Tables i cherclions derechef 
la réduction précédente^ obtenue par une Table particulière. On 
aura d'abord , en vertu des valeurs de X> et de Zi 1 et en se con- 
formant aux remarques de la page 89. 

/.çosJE} = 8^49101 

/. cos L = 9,84057 

/, comp. sin ( D — £) = o^ 1 7409 

logjFss; 8^50547....... •••••• 2 log F = 7,01094 

/.cot. {D^L) = 0,04484 

log/= 7,05578. 
Oo d 
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Ensuite on achèvera l^opération ainsi qu'il suit : 

Angles horaires. Table XIV. Table XV. 
i3',6' 536^9 o^27 

S ,2 126 ,7 O ,04 

5 ,4? 65 ,7 0,01 

3 i47 28,1 o ,00 

2,16 10,1 *. o ,00 

0,39 0,8 *. . 0,00 

1 ,38 5,2 o ,00 

3,44 37 >4 • • • • • . • • • 9jOO 

5,40 • 63 ,0.... ,;.^, ^v 

8,0 1^5,7 i 0,04 

10, 23 211 ,6^ o ,11 

13 ,54 326,7; o >^6 

— ï327%9 + 0/74 



log 1327,9 3,i2Îi7 logo,74...... 9,8692$ 

comp. log ift 8^92082 8^92082 

logi^ 8,5o547 log/. 7,05578 



i^^^ 



— 3^544 0,54946 + 0,000 5,84583 

-5,544 

Béduction =; — 3/544 , 

c'est-à-dire que vis-à-vis les douze angles horaires , on mettra les 
24 nombres que fournissent les Tables XIV et XV ayant ces 
angles pour argumens. La somme de la première colonne sera 
— 1327,9, parceque Ton a observé le passage supérieur: cette 
somme , au contraire , serait positive dans les passages observés 
au dessous du pôle. Quant à la somme de la 2' colonne elle est 
toujours positive, et dans le cas actuel, elle =:-|-o,74* 

Au dessous des logarithmes de ces deux sommes , écrits sépa- 
rément, on mettra Te complément arithmétique du logarithme 

du nombre des observations , puis les logarithmes de F et deJT 
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calculés ci-dessus. Enfin on fera deux sommes de ces logarillimes , 
et la réduction sera = — 3',544 + 0^^,000 , c'esl-à-dire qu'elle sera 
réduite à son premier terme, puisque le 2' est insensible. Ce 
résultat est^ à un millièpie de seconde près, le même que par 
la Table particulière , et la méthode qui y conduit est à-la-fois 
simple et rapide. Si on construisait des Tables sur les facteurs F 
ei fy on abrégerait encore^ de beauconp^ la recherche de la ré- 
duction dont il s'agit. 

11 est essentiel de ne pas pousser trop loin la série des obser- 
Tations, parceque quand la distance de Tastre au zénith est petite 
et que les angles horaii^ies sont un peu grands , la moindre erreur 
sur le' temps de Tobservation influe d'une manière sensible sur la 
réduction^ et parconséquent sur la distance réduite; mais en cessant 
les observations aussitôt que la réduction s'accroît de 7 ou de ^ de 
seconde pour une seconde. de temps ^ comme il arrive à quelques 
minutes du méridien et qnand l'astre est fort élevé , on trouve 
cette réduction avec la plus grande exactitude. 

L'illustre astronome don tenons empruntons la méthode ^ a calculé 

sur la formule %\nP=: , ?™C^— ^> j*^ obtient en différentiant 

lôcosXcosZ) ^ 

par rapport à P, le premier terme de la valeur de x, une Table qui 
fait connaître les valeurs de l'angle horaire P, lorsque la réduction 
varie d'une seconde de degré à chaque seconde de temps; on 
s'assure ^ par ce moyen , de la durée que l'on peut donner aux 
observations. Nous engageons les lecteurs à recourir , pour de plus 
amples détails sur cet objets A ia« Connaissance des Temps de 
l'an 1:1 , ou an premier n"" du Mémorial du dépôt de la guerre. 

La série des observations devant être faite dans un intervalle 
de temps fort courte on trouvera un grand avantage à remarquer 
sur le cercle azimutal de l'instrument^ la direction du vertical 
de l'étoile que Von obfl(erve ^ afin de pouvoir amener facilement 
cette étoile dans le champ de la lunette. On calculera pour cet 
effet une Table d'azimuth pour différentes déclinaisons et diffé- 
rens angles horaires, et on placera en outre ^ près du cercle, une 
ficelle horizontale dans la direction de l'alidade supérieure lors- 
qu'elle sera pointée sur l'astre ; cette ficelle indiquera la hauteur 
de l'astre durant l'observation. 
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Reste à faire voir sur quelle formule on pourra établir une 
Table d'aziinuth. Or dans le triangle sphérique ZPE^Jig^ 4a, 
on a ( art. 28 ) , 

cot Z = — ^ — ztw^ — "^ cotPco«( JPZ) j 

mais à cause de PZ = 1^ — L , de PE =s= i« — . Zî , et do 
ÇZJ5 = a^ — Z^=zz, celte formule se change en 

cotz = cot PsinZi— -^^LJ^Ïi^ • 

donc si on met au lieu de cot z, sa valeur —-^ — , et qu'on réduise 

les termes du second membre au même dénominateur ^ on aura 
pour l'azimuth ^ de Tastre, cofnpté du sud, 

- . .1 sec L sin P cot D 

tang. ^,uxnih=.—-—--^—-. 

Le signe supérieur étant pour les étoiles qu'on observe au n^éri-» 
dien , an dessus de l'équateur et du pôle} et le signe in£ërieux;, pour 
celles qu'on observe au dessotis* 
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CHAPITRE III. 

Discussion de Verreur commise sur la mesure des distances 
au zénith , eu égard à la petite inclinaison du cercle. 



i5o. iluELQUE pr&autîon que Ton prenne pour bien disposer 
verticalement le limbe du. cercle > on ne peut éviter une petite 
déviation qui cause quelquefois deux à trois minutes sexagé simales 
d'erreur^ dans la verticalité de cet instrument-^ lorsqu'on observe 
les distances des astres au zénith* 

Soit OH Tintersection de Phorizon avec le plan vertical HZO îf 1G.43 
soit en outre HEO la position du plan du limbe de 1-instniment. 
Les points Z^Z' étant également éloignés des extrémités de l'ho- 
rizontale O^, Tare ZZ' mesurera l'angle O^ou Tinclinaison du 
plan du limbe sur le plan vertical : alors si P est le lieu apparent 
d'une étoile , sa véritablp distance au zénith Z sera représentée 
par l'arc ZE , et non par la distance EZ' observée sur l'instru- 
ment. Connaissant donc l'arc ZZ'z=^I, et Z'E-=zDy on aura 
rhjpothénuse du triangle sphérique rectangle ZZ'E par l'équation 

cos ZE =: cos / cos D , (art. :io) ; 

mais ZE ne surpassant Z'E que d'une quantité fort petite xi 
soit 2-E = -D + a:, et l'on aura 

cos/ cos-D ?= cos (Z) + j:) = cosZ) cos:c — sinZ) sin j: : 

delà 

sinZ) sin a: = cosZ) (cos a: — cos/) 

= cos iJ ( I — 3 siu' :ïa: — I r|-:2 sin* f /) 
5= 2 cos Z? ( sin* t /— sin* 7 a: )• 
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Divisant le premier et le dernier membre par sin D , il vient 

sin a: = 2 cdl Z) sin* 5 / — -acotiJsin^îx: , 

or X étant fort petit , on a sensiblement 

sina;=::2cotZ)sin*7/, et sin'f^ = ^ 8in*j:j 
partant 

sin a: = 3 cot Si sin* ^ /— 2 cot^D sin* { /. 

Le premier terme du second membre est toujours sumsant , même 
en supposant / d'un degré-, et il est remarquable que plus la 
quantité /> augmente , plus Terreur x diminue ^ rinclinaison / 
de l'iasfaument restant toutefois la même. On peut rassurer , par 
exemple, que la correction correspondante à 5' d'inclinaison du 
cercle, serait de 0*^39 pour l'étoile polaire observée à 57* du zénith , 
et de 5' 'à 4** environ pour Ç de la grande Ourse et la Chèvre. Il 
vaut donc mieux dans les observations de latitude , et pour la 
zone que nous habitons , faire usage des étoiles circumpolaires ; 
d'ailleurs, outre que ces observations seront beaucoup plus fa- 
ciles , l'erreur de lat réfraction sera moindre que celle qui résul-* 
teraitjle l'inclinaison du cercle. 

Si ôA. désigne par Z, Z! les distances observées et corrigées de 
la réfraction ; et par z , xf tes -distances vraies d'une étoile cir« 
compolaire au zénith, lors des passages supérieur et inférieur j 
a: et a:' étant les corrections dues à l'inclinaison du cercle^ il est 
évide^ que l'on aura 

donc la distance du pdle ail ténith , on 



a a 



mais dans le passage inférieur , af est insensible ; donc 
latitude = 90- — ^=90^~î(2'— '^)+fî 



donc enfin la latitude n'est aflFectée que de la moitié de l'erreur 
produite par l'inclinaison j ce qui permet de regarder cette er- 
j:eur comme nulle , surtout si l'oa observe l'étoile polaire. 

CHAPITRE 
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CHAPITRE VI. 

Détermination des différences de longitudes y à Vaide de 
Vobservaiion d^un phénomène terrestre instantané y ou 
par Je moyen d^un garde-temps. 



i3i. JLa position d*un lieu sur la terre dépendant à-Ia-fbis de 
sa latitude et de sa longitude^ il faut^ par des moyens quel- 
conques^ déterminer ces deux élémens. Il ne nous reste plus 
rien à dire concernant les observations de latitude; mais il con- 
vient de faire connaître deux des méthodes que Ton emploie avec 
succès y pour déterminer les longitudes terrestres. 

C'est surtout de Tobservation des éclipses fréquen^^ des satel- 
lites de Jupiter > que les astronomes déduisent la différence des 
longitudes de deux lieux terrestres , différence qui est celle mênie 
des heiu^s que Ton compte sur les méridiens au moment du phéno- 
mène; mais lorsqu'il 8*agit de déterminer la position respective 
de deux lieux fort voisins^ les bonnes montres marines ^ ou gardes- 
temps qui, comme ceux de Berthoud^ conservent une marche à 
très-peu-près uniforme pendant plusieurs mois f^)^ peuvent être 
employés de préférence pour cet objet. Si donc , dans un certain 
lieu^ une telle montre était exactement réglée sur le moyen mou- 
vement du soleil y et que dans un autre lieu le midi moyen ar« 
rivât à 1 1 heures comptées sur cette montre f la • différence de 
longitude des méridiens serait d'une heure moyenne ou de iS""^ 
et le second lieu serait évidemment à Test du premier. 



grande partit , de 
p le ré^ilariae. 
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n n'est pas toujours possible de déterminer llnstant précis da 
midi , et cela même n*est pas nécessaire , puisque l'on peut trou- 
ver le temps vrai pour tout autre moment du jour (art. i2i3}. Sup« 
posons en e£fet qu'après avoir réglé une montre à l'Observatoire 
de Paris, on ait pris, dans un autre lieu, des hauteurs absolues 
du soleil avant son passage au méridien, et calculé l'heure vraie, 
puis le temps moyen de l'observation (art. i25), la différence 
de ce temps avec l'heure marquée par la montre , lors de l'obser- 
vation, sera, comme ci-dessus, la différence de longitude des 
deux méridiens. 

L'exemple suivant fixera encore mieux les idées à cet égard. 

Le II germinal an 12 (i« april 1804), à 45*. 17' de latitude 
nord, et par 40'' • i^' de longitude occidentale estimée, on a trouvé, 
pour la distance du centre du soleil au zénith, ÔQ^'.no^aa^oSj 
au moment ou la montre réglée sur le temps moyen, à Paris, 
marquait 7* . 8' . 3o^86 du soir. A cette même époque la déclinai- 
son du soleil était de 4''*4i^-^%^ (^i^t. i^?)-, il suit de là et de 
l'article cité, que le temps vrai de l'observation pour le lieu où 
elle s'est faite était 4^ . 2,5' . 2^' ,06. Mais l'on trouve dans la Con^ 
naissancilfes Temps ^o^eX^ 11 germinal an 1:2, le temps moyen 
çu midi vrai égalait o^.3^57^a, et que cette quantité dimi- 
nuait de i8%4 ^^ ^4 heures j donc, à 'j^.^' .24',ô&, temps vrai 
compté à Paris (page ^^5), elle avait diminué de 5',^o, et alors 
le temps moyen n'était en avance sur le temps vrai , au moment 
de l'observation, que de o*. 5'. 57^2 — ^5',4o==o*.5'.5i%8o.Celaposé, 

Temps moyen compté à Paris ^ au moment de 
l'observation 7*. y.5o^86 

Équation du temps soustractive , parceque le temps 
moyen est en avance sur le temps vrai — • 5 «Si ,Qo 

Temps vrai compté à Paris 7*. 4'*59%o6 

Temps vrai de l'observation par rapport au mé- 
ridien du lieu où elle s'est faite. • . •' • • • 4 *^^ *^A >^ 

Différence de longitude des méridiens^ en temps ... 2^ • 4^' • ^ ^%o 
Donc, longitude occidentale du lieu de l'observa- 

tion , par rapport au méridien de Paris • • • 5s=4o*. i8'.4^« 
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Cette mjtliode rappose que Ton connaît dëjài à-pen-prës^ la 
différence de longitude cherchée^ et il est rare que l'on n*ait 
pas une donnée satisfaisante à cet égard. D'ailleurs on pourra, 
dans un premier calcul^ employer la déclinaison du soleil pour 
le jour de l'observation et pour midi, à Paris: dans l'exemple 
ci-dessus, cette déclinaison boréale = 4"* • ^4^ • ^^'* Lorsqu'on aura 
trouvé ainsi la différence de longitude approchée , on recom- 
mencera le calcul en-faisant , à la déclinaison du soleil , la cor- 
rection due à cette différence. 

Si la montre avait une petite variation diurne , il ne faudrait 
point négliger d'en tenir compte ; et il n'est peut-être pas inu- 
tile de remarquer que les différences de longitudes se détermine* 
raient plus commodément par l'observation d'une étoile, si la 
montre était réglée sur son mouvement (art. laS)} surtout 
si l'intervalle de temps entre les observations était assez court p 
pour qu'on pût supposer insensibles les effets de la précession , de 
Taberration et de la nutation, sur la position apparente de cette 
étoile f). 

Un phénom&ne terrestre instantané , qui . serait vu de deut 
lieux différens , suppléerait avec avantage aut phénomènes cé- 
lestes : or si sur un lieu fort élevé et pendant une nuit sereine , 
entait, à diverses reprises, enflammer, en plein air^ plusieurs 
lullogranmies de pondre à canon, et que deux observateurs munis 
chacun d'une pendule, et placés aux lieux dont ils veulent con^ 
naître la différence de longitude, observent les apparitions de 
ces feux, apparitions qui seront subites , p our de petites comme 
pour de grandes distances , à cause de la prodigieuse vitesse avec 
laquelle la lumière se propage, le milieu des différences entre 
tous les temps correspondans des deux pendules réglées de la même 
taianière , sera la différence de longitude cherchée. C'est à l'aide 
de l'une de ces méthodes que l'on fixerait la position respective de 
deux îles voisines dont on aurait formé la carte, et que l'on ne 
pourrait lier par des triangles. 



{*) On peut voir dans let Tables trigonométriques de CaUet , ou dans la 
description da cercle de riBexion , nne méthode pour détenniner les longitudes , 
par les distances de k lune an soIeQ ou i une étoile. 

Ppa 
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CHAPITRE V. 

Des observations azùnuthales et des calculs qui y sont 

relatifs. 

iZ:t. Jus s triangles > qui, par leur enchaînement^ détermîneirC 
les positions respectlTes des objets terrestres^ seraient orientés si 
Ton connaissait Tinclinaison de l*nn quelconque de leurs côtés 
sur la méridienne du lieu principal de la carte ^ parcequede là 
dériveraient nécessairement les azimuths de tous les autres côtés. 
Lorsque le pays est découvert , on peut faire placer au loin un 
signal dans le plan du méridien céleste, par le procédé que nous 
avons indiqué aux art. 70 et 104* La ligne que Von imaginera 
du signal an lieu de ^observateur sera en même temps le premier 
côté de ligne méridienne; donc, si Ton mesure l'angle entre le 
somme! de l'un des triangles du rézeau et le signal dont il s*agit, 
on aura l'azimuth cherché : mais cette méthode , malgré sa sim^ 
plicité, ne pouvant être mise en pratique que quand la confia 
gnration du terrain le permet, et n'étant pas d'ailleurs la plus 
courte ^ on a recours aux observations du soleil ou d'une étoile» 
IToici comme Ton procède à cet égard. 

On choisit une station dont la latitude soit exactement con* 
nue ; et lorsque le soleil est près de l'horizon , on prend sa dis- 
tance angulaire à un objet terrestre. On calcule ensuite l'azimutb 
de cet astre pour l'heure vraie de l'observation, et cet azimuth 
fiQ^j^BÏt connaître celui de l'objet. Eu e£fet, soit ZP le premier côté 
de la méridienne terrestre, ou l'intersection du plan du méridien 
céleste avec l'horizon du lieu Z ; soient en outre ZS et ZG , les 
intersections respectives des verticaux du soleil S et de rob}et G: 
l'angle GZS étant mesuré, et l'azirauth HZP du soleil étant 
déduit de l'heure de l'observation, riuclinaisoA du côté ZG sur 
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lé méridien PZ sera comme et représentée^ dans le cas de la figure^ 
par l'angle GZP^ : : 

L'observation du soleil est préférable à celle d'une étoile , 
parceque quand on prend un azimuth pendant la nuit^ il faut établir 
un feu à Pobjet terrestre. Le feu de réverbère produit par des 
lampes de Quinquet , est un des meilleurs signaux de nuit, et 
s'apperçoiC aisément à plus de 60000 mètres de distance , surtout 
dans les temps favorables aux observations. On pourra donc faire 
usage de ces lampes dans le cas même où il s'agirait de relever 
des angles entre des objets éloignés qui ne pourraient être ap- 
perçus distinctement pendant le jour. 

Pour avoir un azimu|ji|: indépendant des erreurs produites par 
celles de Tangle mesuréV de |a déclinaison de l'astre, delà la- 
titude du lieu et du UrmifÉvrai donné par la pendijje, il faut qu*il 
soit le résultat mojen entre d'autres azimuths pris pendant plu- 
sieurs jours, et conclus, autant qu'il est fiossible^ de la compa- 
raison du même objet terrestre avec le soleil levant et le soleil 
couchant. Avant de fiilM ude o^bservation de ce genre , on doit 
vérifier scrupuleuseilttnt la marche de la pendule , parceque la 
temps, ou l'angle horaire de l'astre > est tefiemeat un des élémena 
essentiels du calcul, qu'une secoâde d'erreur sur le temps vrai 
en produirait plusieurs sur l'azimuth. Si la pendide est réglée 
sur le temps solaire mojren (art. 5) , on réduira en heure vraie 
ou apparente celle 4le l'observation donnée pair cetSe pendule y 
ainsi qu'il a été expliqué; A. l'art^ tg&v^ au contraire on en 
ignore la marche,, on l'évaluera en ^nant des hauteurs corres^ 
pondantes oo.abiDluea. du soleil, le jour et le lendemain de rob-^ 
servation. , 

Nous ne répéterons point ici ce que nous avonS dit à l'art. 62 p 
relativement à la mamère d'obtenir l'angle aiitre l'objet terrestre 
et le centre du soleil^ ainsi quiB le milie^ emlCP^ tous les temps 
des observations faitei( avec le cercle répétiteur; mais nous re- 
marquerons que le supci^ dans la recherche actuelle, comme dans 
toutes les obsesva^tions astronomiques, dépendjMissi de. l'Jiii^hileté 
des observateurs. 

. itaxatenant soit S le lieu Traiduaoleil,.5' son Jieu apparent ,riG.i( 
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G le lieu vrai de l'objet terrestre , G' son lieu apparent 9 Z le 
zénith de Tobservateur^ P le pôle du monde j et ZP le niéri* 
dien céleste. 

L'angle S'ZG' sous lequel on voit rimage du soleil , et celle 
de l'objet est connue > ainsi que la distance apparente ZG' de cet 
objet au zénith. De plus^ l'instant de Tobservation conclue de 
la pendule donne l'angle horaire ZPS de l*astre> et par suite 
la distance PS = C , ou le complément de la déclinaison de 
l'astre. Enfin on connaît PZ = i7 ^ complément de la latitude; 
ainsi le triangle sphérique ZPS donne , pour la distance vraie du 
soleil au zénith , 

cos ZS, ou cos^ scos iSTcos C+sin JJsin CcosP. (i) 

Fuis, par le principe de Tartt (19) on a, pour l'azimuth du soleil 
compté depuis le nord^ 

sinPZS, OU smZ = — . ^ ; (2) 

mais à cause que le même sintis appartient à plusieurs angles i 
on fera mieux , pour n'avoir aucune incertitude sur l'espèce d« 
l'angle Z , d'employer la formule 

cotZ = 221^^^— cotPcosiT (5) 

démontrée à l'art. 28. 

Sii comme à l'ordinaire, r = la réfraction et ;?=: la parallaxe 
de hauteur de l'astre pour le jour de l'observation ; la distance 
apparente du soleil au zénith , rapportée à la surface de la terre 
et au centre de station, sera (art. iig)» 

ZS', ou i^ss-B— r+;?} 

alors dans le triangle sphérique G'S^Z, qui appartient à une 
sphère dont le centre est au lieu de l'observateur, on connaîtra 
ZS^ z=i distance apparente du soleil au zénith, S'G'=: distance 
observée entre cet astre et l'objet terrestre , et ZG' = distance 
apparente de cet objet au zénith. Si donc on îaitZS'^B^, 
S'G'=;0, ZG'^Aj on réduira à Phorizon l'angle observé O, 
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par la méthode de l'art. (a5y ^ c'est-à-dire qu'en . faisant 



on aura 



^IG'ZS', ou «ir^O'=|/gU. (4) 




Lorsque l'observation dzimuthale a été faite à quelque dis* 
tance du centre de ^â station^ l'angle (X a^ lui-même ^ besoin 
d'une correction pour être réduit à ce centre. Si^ par exemple^FiG.45 
Tinstrumenk était en Z, et que l'on dàt réduire l'angle SZM au 
point F , on y parviendrait par la formule donnée art. Sy; et 
il est remarquable que la correction se réduit à un seul terme j 
par la raison déjà exposée au même article : ainsi l'on a 

r^(.0'-i7 l, ou 

m 

selon que Pastre est i gauche ou à droite de'I^objet terrestre* 

Passons maintenant aux applications de la méthode analytique 
précédente . 

Élémens du calcul des observations azimuthales. 

i35. Le i^' germinal an 11 au matin (flu mars i8o3)^ à 3''">4pio.45 
du Fanal de Porto-Ferraio ^ dont U latitude boréale est de 
4^''.4^\6% nous avons observé l'angle entre le soleil levant et 
le signal de Manie Capanâ, situé vei^ Pouest \ et par un milieu 
pris entre six observations^ cet angle s'est trouvé de iSi^'.Sy'.aâ^S, 
en même temps que le milieu entre les instans donnés par la pen*» 
dule était de 18^ .30^42^5, comptées astronomiquement^ c'est- 
à-dire d'un midi à Tautre. 

Le baromètre placé près de Plnstrument ^ et à l'ombre^ mar- 
quait 2 f '''"'". j^, 5 , et le thermomètre de Réaumur 10*5. 

De plus , la distance de Monte Capane au zénith du Fanal 
= 86^i5'.ii%88. 

L'angle de direction, ou la distance angulaire de Monte Ça* 
pane au centre du Fanal mSi2S6\4^\22%8. 



5o4 TRAITÉ DE GÉODÉSIE, 

Enfin le logarithme de la distance itinéraire de ces deni pointe 
s= 4,1606848. 

Les hauteurs correspondantes du soleil , prises le 5o ventôse 

et le lendemain^ ont fait connaître que la pendule retardait ea 

a4 heures, temps vrai, de o". 36^07 '^ et en effet , le 5o» elle n'était 

-en retard sur ie raidi apparent^ que de o\6\8'3i; tandis que le 

i^i^ germinal elle retardait de 6\44%38« 

Il suit de là que pour réduire en temps vrai Vhenre de Tobser- 
▼ation , il faut, i% ajouter 6". 8%3i à i8\5o\4^%^> et la somme 
18^ .56" .50^81 sera le temps écoulé sur la pendule, depuis le 3o 
ventôse à midi^ jusqu'au moment de Tobservation, 

a''. Trouver de combien la pendule retardait sur le temps 
vrai^ & i8^36\5o',8i, et cela au moyen de la proportion 

a5\59'. 23^93 I 36^07 •• i8*.S6\5o^8i : x^iaj^gS. (*) 

Z\ Enfin ajouter 27',98, retard de la pendule, à i8*.36'.5o%8i^ 
et Ton aura 18*. 37', 18^79 pour le temps vrai cherché. 

D'un autre côté, la déclinaison australe du soleil, le 5o ven- 
tôse à midi , à Porto-Ferraio , = — o*. l'.Sg^ô 

et le changement en déclinaison , pour le temps 
vrai de l'observation , et calculé à raison de 
a3'.4i' par 34 heures...... css 4- o .18 .22,6 

Donc la déclinaison boréale du soleil , lors 

de l'observation , » =s o^. i6\â3%o 

Fartant, la distance du soleil an pâle, ou le complément de 
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i*) En général y Ap et d dénotent reflpectiystnent les avances ou les retards 
de la pendule en a4 heures , et sur le midi qui précède l'observation azimuthale » 
ou un phénomène astronomique quelconque ; et que H soit l'heure à laquelle ce 
phénomène 4 été remarqué , çn anra 

a4*±v : q: V :: ITzpd : a: = =p îli^^^P, 

214 in cl 

et parconséquent l'heure vraie de l'observation sera {Bipd) Ih *^ }:Tjk » 1® ^^^ 
supérieur étant relatif à l'avance^ et le signe inférieur Tétant ou retard delà pendule. 

la 




IIVRE T. " \ S6« 

U déclinaison. f.-fV.*: = 89». 45'. 57* ^ C 

L'angle horaire, ou le complément à 
34 lieures de l'heure vraie de l'obser- 

Tation =5''.23'.4i''3i = 80 .40 .i8,i5 =: P 

Complément de la latitude = 47 • ï<* '54 = S" 

Distance entre le centre du soleil et 

le signal de Monte Capane = i5i .S/ .22 , 8 ^ O 

Distance de Capane au zénith = 86 . i5 . 1 1 ,88 = jt 

Toutes ces données étant recueillies , on procédera de la ma- 
oière suivante aux calculs des azimuths du soleil et de TobjeË 
terrestre. 

Type du calcul. 



Far la formule (i) on a 

logcoBp ^ 9,3097591 

log sin if = 3,8654075 log coB B = 9,83a3oao 

levain C = 9i999.i)959 log coa C = ■^fijimao 

9,0751616 = 0,1 188944e 7.5104340 =0,0031^19* 



coiB = + 0,13213356 logcos Jî ==9,0! 

donc B =82°. 59'. 5%i = dislance vraie du soleil au zénith. 

Dans le calcul précédent, aucun terme ne s'est trouvé néga** 
tift parceque tons les angles emplojés sont moindres qu'an qua- 
drans; mais si quelques-uns étaient obtus, leurs cosinus seraient 
négatifs , et alors il pourrait arriver que par suite de la. combi- 
naison des signes, le cosB fût afifecté du signe moins; dans ce 
cas , B serait obtus. Cependant on a soin, le plus souvent, de ns 
prendre les a^îmutli^ qœ quand le uJeU est à quelques degrés 
au-dessus de l'horizon ; parceqne la réfraction «st trop incertaine # 
lorsque l'astre est très-voisin de ce plan. 

La formule (2) donne 
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Comp. logsin^ = o,oo5!i635 
logsinP = 9,9942185 
logsin C = 9,9999950 

Logsin PZ(9, ou sinZ = 9^997477^ 

donc Z=85'.49'.48%i8, ou =96*.io'.ii%82. 

Tel est , dans l*an comme dans l*autre cas, Pazimnth da M'^ 
leil compté du nord à Porient. 

Nons avons déjà observé que cette solution ne fait pas con- 
naître si Z est plus petit qn*un quadrans, et dans la circons- 
tance actuelle on ne peut guère savoir d'avance de quelle es- 
pèce est Tangle Z , va qu'il diffère trop peu de 90"* -, il eut donc 
fallu, pour lever le doute ^ employer de préférence la formule (3). 
Mais si Ton considère le triangle ZPS comme rectangle en Z , 
et que Ton calcule Tangle horaire P, on saura à quel instant 
Tangle Z était de 90"*^ et Ton pourra décider s'il était aigu ou 
obtus au momràt de Tobservation ', puisque plus le soleil s'ap- 
proche du méridien, plus Taugle PZS augmente avant midi. 
C'est en recourant à ce moyen que nous avons su qu'il fallait 
adopter pour valeur de Z ^ la plus grande, 90"* . IO^ 1 1^82 (*) ; mais 
d'ailleurs cherchons cet angle à priori par la formule (3) 

cotZ=: — -T-3 — — cotPcos/f^ 
et nons aurons 



^ O En elTet , dans rbypôtbèse actuelle , le triangle PZS donne , en yertii d^ 
l'art, ai, 

cosP = tang jETcot C ; 

d'où cot. C = 7,678 1 370 

tang H = o,o33 1 o55 

cosP =7,7Il23a5=89•.4a^l9^l4• 

Ainsi l'angle PZS était de 90', quand l'angle horaire était de Sg^'.^a'. i9%ii(; 
mais à l'instant de 1 observation , ceIui-K;i était fleolement de 8o®•4o^ i8',x5; doxMP 
aloTd l'angle PZS ou Z était obtus. 
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comp. logdn P =5 0,0057815 

L.mnH = 9,8654076 cotP = 9,ai554p6 

. Ir.cot C = 7,67815170 C08 H = 9,83a3c^ ' 

/ ____ 

+ 7,5493160 = o,oo354a55 — 9,o4784a6 =s 0^1 1 16451 

-f- 0,00354^55 
—0,11164510 

cet £ r= — 0,10810255 log — 9,o338359 
» = 96**.io'.ii%5. 

Ainsi ce résultat est, à -^ de secondes près ^ le même que celui 
que nous avons déjà. o1>tenu. 

On aurait aussi S par lafcmnule 

n 8iaP,«nC . 

SiniggS i y , 

puisque Z est connu; et que les sinus des angles 4oni propor« 
tionnels aux sinus dea c6tés opposés : •en.eflfet. 

Gomp. sin Z = o>ooa5a5o 

sittP = 9,994^185 • 

sin C = 9,9999950 

sin ^ ;= 9,9967565 = 8a*.59'. y ; 

done, comme ci-dessus > J9i=s8a''.59\5^} et il ne peut y aroir 
d'incertitude sur l'espèce de cet ^angle , que dans le cas où le soleil 
serait à quelques minutes de l'horizon ; mais si cette circonstance 
avait lieu , ce qui est fort rare , on chercherait B par son cosinus 
comme dans le premier calcul» 

Cherchons maintenaniîa dyijiancé appannte du soleil au zéx^tlv> 
on aura par Tartt 1x9^ 



Q-j 
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JB= distance vraie du soleil au zénith 62^. Sq^. S^^^i 

Réfraction moyenne pour cette dist. ( table XII ) • — . 710 ^87 

Correction de température (table XI) (*) -f^ 7>i9 

Parallaxe du soleil le i'' germinal an 11^ à 7* 
de hauteur stable XVI -f- 8,44 

JB' distance apparente du soleil au féaith Sa'^.Sa'. 9^86 

Réduction à V horizon y de Vangle observé entre le soleil 

et Vobjet terrestre. 

Les élémens de la formule (4) sont^ diapré» et (jui précède > 

A= •86M5\ii%8a 
^=82 .5a . 9,86 
O = i5i .57 .22fio 

ji+B'+O = 320 .44 .44 ,54 

J(y^Hr5'+0) = 160 .22 .22,27»» i66*. 22^.22^27 

A=z 86 .i5 .11,88 R =: 82.52.9,86 

R =: 74. 7.10,39 R ;ss. 77»5o,a2,4i' 
et Ton a 

comp. log sin^ = 0,0009293 

comp. log sin J5^ =: 0,0035719 

lo^AnR = 9,9851004 

logsin/r= 9^9895«75 

log sin' i (/ = J9,976988a 

log iïn\a z= 9,9884944 = 76«.5»',io',a^? 

tfoac (X s= 1 5S' .44^ . ao%4t» 



^ ■ ■ !■ 



(*) Suivant cette table, le facteur x-f-^= — o^oiS/; ainsi en multipliant Fa 

réfraction moyenne — /.io'',87 P^ c® facteur,, on a-(r7V9 P^^ la correctioiw 
de temnérAhir^k 



tempér^re^ 




• 
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Ainsi la distance angulaire de Tobjet terrestre an centre du so« 
leil^ comptée sur Tliorixon^ est de i55''.44'-3o'4i $ pour la réduire 
au ceiilve de la staticm ou du &nal de Forto*Fexraio | Toici le 
calcul ^*il £iut e£GM;tuer# 

Calcul de la réduction de V angle observé^ au centre 

^ de la station. 

Le soleil étant à gauche de Pobjet terrestre^ on aura^ comme^^^'^^ 
Ton «ait^ pour la correction cherchée , 



'j* 



D-àa i' ' 



■ ■ . ■ > 

or kl rtssar,5, (y-\-y^s2Z&',éfif,^'fZ\à.onc 



logrsa 0,5979400 

C.Iogtini'ss 5^5i4435i 

Zf .8in(0'+jr) =B — 9,9219717 

C.logZ^ss 5^8S95i5a 

Or a cause dç- 

Z jsi g6 .lo.ix fi^ 

L'ariauth apprbclM àa signal èe Keole- — — - — 

Capane «•••#•.«• • • • e» ^49 •^ ^'^ ^' 

D\in autre cAté"^ la correction au centre 
étant .., • ...•....^•..=s— * ^>7^ 

L-i|zimuth exact jfo Ijlonte-Capane , compté , 
dunordi l'Qilr..,,. .=a49*.54'. 3^47 

Si Ton comptait le même azimuth du nord à Pouest , sa yaleur 
serait iio*. 5'. 57^55. 

134. Toutes les circonstances du calcul Vêtaient lesmftmes, si 
au lieu du soleil^ ou observait une étoile; et Pon conçoit que si 
la pendule était exactement réelée sur les fixe^j la dijQB^ence 
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entre le temps de l'observation azimuthale et celui du passage de 
rétoile au méridien , comptés sur la pendule ^ serait Pangle ho- 
raire P ; mais pour observer ce passage , il faut être pourvu d'une 
lunette méridienne (art* ii3); sinon , l'on trouvera l'heure à la- 
quelle l'astre est le plus élevé sur l'horizon , par la méthode des 
hauteurs correspondantes : on connaîtra donc encore , par ce 
mojen , l'angle horaire P. Ensuite , après avoir rassemblé les 
autres élémens du calcul^ c'est-à-dire , la déclinaison de l'étoile 
corrigée de la précession , de la nutation et de l'aberration , oa 
procédera absolument comme ci-dessus. 

Mais lorsque la pendule marque chaque jour rascension droite 
des étoiles au moment de la culmination (art. 124) > on a sur-- 
le-champ Tangle horaire de l'étoile que l'on compare à l'objet 
terrestre , en prenant la différence entre l'heure même de l'obser- 
vation , donnée par la pendule, et l'ascension droite de l'étoile , 
convertie en temps à raison de iS"" par heure. 

Enfin, si la pendule n'est point réglée, on opérera ainsi qu'il a 
été dit à l'art. i25, et l'on calculera le temps sjdéral pour le 
moment de l'observation, comme par la méthode exposée au com* 
mencement de cet article. La comparaison de ce temps avec l'as- 
cension droite de l'étoile donnera de même l'angle horaire, que 
l'on réduira ensuite en degrés à raison de une heure par i5% Ou 
pourrait emplojer aussi , à cet effet, le temps vrai de l'observation i 
et celui du passage de l'étoile au méridien (art. 11 7). 

Il j a de l'avantage à choisir l'étoile polaire , parceque sa 
variation en azimuth est peu sensible , et que la réduction & 
l'horizon , de l'angle observé entre l'étoile et le signal^ est presque 
nulle , lorsque cet angle approche 90"" ^ mais comme il convient 
d'observer l'azimuth pendant le jour ou durant le crépuscule , et 
qu'il faut pour cela de bons jeux et beaucoup d'habitude, nous 
pensons qu'il vaut mieux s'en tenir à la méthode précédente. 
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J^escTÎpiiûn détailla du Cercle répétiteur. 



i35. Le cerclé répédtenr estvu en perspective dai^s la planche III^ 
et ses projections géométrales ^ ainsi que les di£Pérentes pièces dont 
il est composé^ sont représentées dans les planches suivantes. Nous 
avons eu soin de désigner les mêmes objets par les mêmes lettres^ 
afin qu'on puisse les reconnaitre plus facilement* 

On voit dans les planches III et IV que le cercle est taillé in-^ 
térieurement en biseau ; par ce moyen , les deux agraffes à res- 
sort Rp , B!p\ passent librement Tune au-dessus de l'autre. 

L'agra£fe qui accompagne chaque alidade sert à la rendre 
fixe sur le limbe de l'instrument : pour cet effets l'on fait tour- 
ner dans le sens convenable lavis de pression p y p\ et quand 
on commence à éprouver de la résistance ^ on est sûr que l'ali- 
dade ne peut plus se nyuvoir indépendamment du limbe. 

A chaque agraffe est adaptée uae vis de rappel R, R, au 
mojen de laquelle» on &it avancer on reculer lentement l'alidade. 
C'est l'alidade elle-même qui entraîne^ du côté des divisions du 
limbe ^ le nonius on vemier, dont nous avons parlé à l'art. 49* • 

Chaque alidade porté un micromètre L^ qui sert< pour liro 
plus facilement les divisions. A certains cercles^ le micromètre 
se rapproche ou s'éloigne de la lunette > en tournant une vis 
de rappel/; mais à ceux que Ton construit maintenant, ce 
micromètre est seulement supporté par une petite branche de 
cuivre fixée à l'alidade *, et en effet , cela est suffisant, parceqiio 
le champ du micromètre embrasse à-la-fois les divisions du nonluSb 

Les lunettes posent sur des talons attachés aux alidades } par 
i:e mojen elles sont un peu élevées au-dessus du limbet 
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mm sont les recouvremens des objectifs* Le plus souTent ces 
recouvremens peuvent s'éloigner ou se rapprocher assez de 
Toculaire ^ pour que les fils des réticules paraissent nettement et 
sans parallaxe , c'est-à-dire , sans que l'image de l'objet semble 
changer de place à l'égard des soies ^ lorsqu'on promène l'œil 
autour de l'axe optique. Quand les recouvremens sont mobiles^ 
les réticules sont fixes dans le sens de l'axe de la lunette; mais ils s'é- 
lèvent ou s'abaissent perpendiculairement au limbe ^ à l'aide des 
vis de rappel r, /. 

Les extrémités de l'axe X traversent les sommets des sup- 
ports Z, Z. Cet axe^ en tournant, incline la tige G placée per- 
pendiculairement au centre du cercle auquel elle sert de pivot. 
Four incliner le cercle à volonté et le conserver dans la posi- 
tion que l'on juge convenable , on desserre d'abord la vis P du 
quart de cercle C , attaché à l'axe; puis on la serre , quand on a 
obtenu l'inclinaison désirée* 

La tige G traverse une espèce de cjlindre TT , qui porfe la 
nom de tambour , et dans lequel est enchâssé un plomb servant 
de contre- poids au cercle^ pour l'empêcher de chavirer, dans le 
cas où l'on oublierait de presser avec la vis P, le quart de cercle C7j 
contre le support Z* 

Le périmètre du tambour est dentelé de manière qu'à l'aide 
de la vis sans fin TV, qui engrène dans^tte dentelure, on fait 
tourner insensiblement le cercle et les lunettes, sans que la co- 
lonne S participe à ce mouvement. Cette vis sans Sa se détache 
du tambour au mojen d'un pivot tournant auquel est fixée nue 
petite pièce d'acier faisant l'office d'un leviôr. Pour que la vis 
n'occasionne qu'un très-faible soubresaut au cercle , lorsqu'on la 
fait engrener, il est essentiel que les filets de la dentelure du 
tambour soient le plus près possible les uns des autres* 

Les supports Z, Z sont unis par uae traKrorse, et forment ce 
que l'on nomme quelquefois Ysl fourchette. Cette traverse se fixe 
à la colonne de l'instrument , en la plaçant sur le taloa qui ter- 
mine cette colonne, et en l'arrêtant par le mojen des vis £r, iST» 
On voit donc que l'instrument est composé de deux parties qui 
peuvent êrfxe réunies ou séparées 4 volonté. On les sépare pour 

les 
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ÏC8 emboîter et les transporter plus commodément-, cependant 
quand le cercle n*a que lo pouces de diamètre^ le tout peut ue 
faire qu'un seul et même corps. 

Le pié de la colonne est placé au milieu d*nn cercle denté zz', 
que l'on nomme cercle azîmuthal ^ et dont l'usage a été indiqué 
aux art. 63 et iig. Ce cercle est établi à demeure sur le pié de l'ins- 
trument^ composé de trois branches V ^ V ^ V. Le bas de la co- 
lonne entraîne ^ par son mouvement de rotation y une alidade zz', 
à Tune des extrémités de laquelle est un nonius qui sert pour 
estimer les parties des divisions du cercle azimuthal. La vis de 
pression K est destinée à arrêter ce mouvement^ tandis que lâ 
vis d'engrenage, ou le pignon O, sert à le procurer. 

Les branches dont le pié du cercle est composé s*élèvent ou 
s'abaissent à l'aide des grandes vis V y V, V\ qui supportent tout 
l*instrument ; mais comme avec ces vis on incline trop brusque- 
ment le limbe , on pose l'une d'elles sur une petite pièce ee\ à 
trois branches; cette pièce se nomme étrier et fait la fonction 
d'un levier du deuxième genre. En tournant la petite vis i^, cet 
étrier s'abaisse on s'élève insensiblement du côté de cette vis, et 
parconséquent l'instrument s'incline aussi peu que l'on veut. 

Il résulte de ce qui précède, !•# que les deux lunettes peuvent 
être rendues fixes ou mobiles, indépendamment l'une de l'autre; 
3''. que la colonne étant immobile , le limbe peut tourner rapi- 
dement ou lentement autour de la tige G y selon qu'on désengrène 
ou que l'on fait agir la vis du tambour; 5'. que tout l'instrument 
peut tourner de la même manière sur sa colonne ; ^. enfin que 
le limbe s'incline dans deux positions différentes, au mojen du 
quart de cercle et des vis du pié. Tels sont les mouvemens avec 
lesquels on doit se bien familiariser, pour pouvoir observer , avec 
promptitude et succès , les angles entre les objets terrestres. 

Dans la planche VIII, n** i , on voit le plan et les profils de 
Textrémité de l'alidade du cercle azimuthal , où se trouve le 
nonius. On y voit en outre, n*3, les plan et élévation de Tétricr 
à l'aide duquel on incline la colonne du cercle, et les pièces 
qui sont désignées par le n^ 5 sont les dessins de l'extrémité de 
l'alidade du cercle azimuthal^ opposé au nonius. 
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Dans la planche IX, les n"* i et 4 représentent le tambour 
TU de proBI-, et le n"* 3 le représente tu de face. 

EnBn dans la planche X sont compris , sous le n* i ^ les des* 
sins des extrémités des alidades de la lunette supérieure ,■ du côté 
de Tobjeclif; sous le n*" a, le profil de Pagraffe de cette alidade^ 
sous le n"" S, les dessins de Tagraffe de cette même alidade, 
placée du côté de l'oculaire ; sous le n"" 4 > ^^ profil de l'objec- 
tif accompagné de son micromètre; enfin, au n"" 5, on voit, 
sous différentes &ces, les extrémités de la lunette supérieure. 

Il nous reste à parler du niveau de la Innette inférieure , et 
de celui qui est adapté à la tige G. Le premier et le plus grand, df, 
est attaché à la lunette A'B'^ et est garni d'une petite règle di- 
visée vers les extrémités; afin de voir , sur-le-champ ,sila bulle 
d*air est exactement au milieu du tube; auquel cas la lunette est 
de niveau » si toutefois Partiste a eu soin de rendre Taxe optique 
de cette lunette exactement parallèle à celui du tube» 

Quant au petit niveau ^A:, l'une de ses extrémités est ordinai- 
rement fixée à une charnière, tandis que l'autre extrémité peut 
Être soulevée par le moyen d'une vis. Ce petit niveau, comme 
BOUS Tavons dit à Tart. 5x , sert à faire juger si le limbe , une 
fois disposé verticalement à l'aide d'un fil à plomb, conserve 
cette position pendant la durée de l'observation d'une distance 
au zénith. Pour mesurer cette distance^ il faut que le limbe , 
lors de la première observation conjuguée, soit à droite de celui 
qui opère; ensuite on fait faire une demi-révolution à l'instru- 
ment , afin d'amener le limbe à gauche et de faire la deuxième 
observation conjuguée. Mais ce procédé, ainsi que celui par lequel 
on mesure la distance angulaire entre deux oBjets, sont sufiBisam-* 
ment expliqués à Tart. 5o, 
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Supplément à la mesure des hauteurs y par les procédés 

géométriques. 



i36. Pour compléter la théorie qui fait le sujet du chapitre XVI, 
livre III ^ nous donnerons ici une idée d*une nouvelle méthode 
exposée par Tautenr de la Mécanique céleste. Cette méthode con- 
siste, d*abord, à calculer la hauteur d*un objet sans avoir égard 
à la réfraction; et ensuite à tenir compte de la correction due 
à la réfraction , à l'aide d'une formule que nous allons faire 
connaître. 

La variation de la densité de l'air, près de la surface de la 
terre , et d'autres circonstances physiques modifiant singulièrement 
la valeur de la réfraction terrestre à l'horizon, il n'y a rien de 
mieux à faire, dans ce cas, que de déterminer directement 
cette réfraction par des observations réciproques^ comme nous 
l'avons enseigné (art, io6)j sinon l'on pourra^ suivant M. La« 
placcj adopter pour valeur du coefficient n de la réfraction ^ 

j-j— ^î ce qui est d'ailleurs conforme aux observations. Mais 

ce savant illustre démontre qu'à des hauteurs apparentes un 
peu grandes , la valeur de la réfraction terrestre^ comme celle 
de la réfraction astronomique , est indépendante de toute hypo- 
thèse sur la constitution de l'atmosphère. 

Cela posé, soit z la hauteur cherchée, au-dessus dû niveau 
de l'observateur, et calculée sans avoir égard à la réfraction; 
Az la correction due à cette réfraction, et J" la distance appa- 
rente au zénith, supposée moindre que 88*^'' ; on aura (Méca- 
nique céleste, tome IV, page 280), hauteur vraie =z — Az, 
et 

(0,000295876 x-^ \ 

ho et K^ étant les hauteurs respectives des baromètres aux sta- 
tions supérieure et inférieure, le mercure y étant réduit à aîéro 
de température* Si donc ±/j d= /' expriment les températures 

Rra 
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du mercure aux mêmes stations -^ h , h étant les hautenr» 
observées du baromètre , on aura 



A.= ^ et K=: ^ 



i' 



541 A 5412 

en prenant le signe supérieur lorsque la température est au-dessu» 
de zéro, et le signe inférieur dans le cas contraire. 

Le plus souvent on ne pourra se procurer h , et dans ce cas 
on négligeia le second terme de la correction (-^), qui est 
d'ailleurs fort petit; c'est-à-dire que l'on n'aura égard qu'à la 
hauteur du baromètre et du thermomètre à la station la plus basse» 
Il suit de là que Az sera simplement 

A- o ,oQo5R6679 h\ % . j^. 

Pour calculer cette correction, il faut d'abord déterminer z. 
Or si dans la formule (2) de l'art. 106 on suppose r=;o, oa 
aura 

z = JCcot(cr~|C). 

La distance horizontale K se détermine à l'aide de la for- 
mule donnée par M. Laplace, ou dérive des opérations trigo- 
nométriqiies ; et la valeur de Ose trouve par le procédé de la 
page 86 de cet Ouvrage. 

iSy. Il importe en outre, d'observer que la formule (7) page 254, 
n'est exacte que lorsque le sommet de la montagne est peu élevé 
au-dessus de l'horizon de la mer: puisque cette formule résulte 
de l'hypothèse que la réfraction est la même aux deux extrémités 
jA y B yjig. 38. Ainsi pour déterminer avec plus de précision une 
grande hauteur, celle du Pic de Ténérif, par exemple-, il faudra 
encore recourir à la théorie de l'auteur de la Mécanique céleste : 
si donc q est la tangente de l'angle de dépression apparente de 
l'horizon visuel AB ^ à la hauteur iV, on aura 



^ y \ ^'^^ 0+0,003750(1+5^ 
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^ étante comme ci-dessus, la hauteur métrique du baromètre > 
et t celle du thermomètre centigrade , au sommet de la montagne : 
de plus a désignant le rajon mojeu de la terre (page ^4^) 
et a étant égal à o^oooagSSyô; mais à cause de ^=:<—cot cT^ 
cT étant la distance au zénith f^BA telle qu'elle A été observée^ 
on tirera de la formule précédente 



^ , ^ ^'7^ 0+0,00375 0(i+§^ 




c^est celle-ci qui doit , dans cette circonstance > remplacer la 
formule (7). On se rappellera qu'il faut changer le signe qui 
précède ^, ' lorsque la température est au-dessous de zéro j et si 
Ton voulait encore aroir égard aux considérations de la page 246^ 

il faudrait écrire ft— slvl Ueu de 77— ; mais la différence entre 

54ifl 541^' 

la température de l'air ambiant et celle du mercure est ordinai- 
rement fort petite > et souvent nulle. 

On pourra^ à l'aide des formules ci-dessus > «u d'un nivelle- 
ment fait avec soin ^vérifier les hauteurs déterminées par de 
seules observations barométriques (art. no). 

^11 nous resterait ^ faire voir comtpent ces formules se modi- 
fient , dans le' cas où l'on n'aurait point de hauteurs du baro« 
mètre; mais cela nous engagerait dans de trop grands dévelop- 
pemens. Yojez d'ailleurs^ sur cette matière^ laMécaniçuc Céleste. 

Résumé de quelles valeurs numériques employées 

en géodésie. 

Rayon réduit en teconde, [ ,enté«im«le.. . . log = 5,8o388o,m97. 

Demi-circonférence â*im cercle dont le rayon = i. . log = o^497^^^7^S9' 
Aplatissement de la terre s j|^, Quarri de son excentricité = 0^005979068. 

•> j ,,# ^ . 1 f toises. ....... log = BfiiAyioBiSa. 

Rayon d. 1 éq^tenr , «pnmé en { ^^^^, ,^| ^ 6,8o453o5o8. 

Rayon d. k terre ao pôle . en f **'!^ i^'S = !f '^î* 

' *~ t I mètre» log = 6,8o3aa83o5. 

R r* 
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BifCB 4i b uae txj^iaàà en mètn», i k btitsdt L, 

lag = <,8 c3 g8o856 -f- o/xx6Sti iSioota£ 

— o/xx)ooi4 64^601 4^ -f- 0,0000000 o3s8 ootC£b 



Mm^m <b a nwfcu » dt Tant pcrpcadfenlaîie as aiéndîcn , nrpriwé cb mètres , 

ilabtîtiideL, Iog = 6»8o5i8 ii363-*o,ooo65 11160 cotaL 

-f-OyOoooo 04881 coi4L — OyOoooo oooc48oos6£. 

B«70od«Vitca»«ippoMtqilicQ9M=6366i98««'-^... kg b C^SoSMoi. 

Grade de réqnateior s 100149"^^; log = S^oooGSoSSj. 

G»dedamfaîdieo,meniréioosréqiuteiir,==9955a"^'^; log = 4,9980614. 

Grab du aiéDdieatoasb parallèle de 5o^-, = loocoo^*"** 

6i«dadeloiigîlad»,àUlatîtiide£,= iooaa4»,887358coi£— 75",ioi933coe3£. 

-4-o*,o84434cosSL-* o«",oooia4caa7l.. 

Log de a4 heures , on de 86400''. = 49365i37. 

Log de 36o de^éa, ou de 1096000^ ss 6,1 196060. 

]^de i^ gpradet..... ^: fl^oooSja* 

Yitesae dn Bon, "SZrf^^ par seconde sexagéaimak. 

Longoeor dn peodnle simpïe , rUnit an vide i sexagéâm. = o^i99383 87448. 
at battant àTftris, les secondes t centéâm. := o ,74 1887. 

Sa dinsaot cette denûère quantité p«r 0^99676 + 0,0056704 wi*£, 
Jj étant la latitude da TObsenratoire de PaisU> oa a 0*^741 goiSj 
c'eat le facteur par lequel on dpit multiptier o^ggGTS+o^qoSôja^^Ui^Z:^ 
pour aToir la longueur absolue du pendule à secondes centé^ 
maies, dans un lieu quelconque; cette longueur égale donc 
0*^739503 4- o",oo4ao88in*£. {Mécanique Céleste ^ tome IIj 
page 5i). 

Longueur de la toise = i"%949o4 log= 0,9898199997. 
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NOTES. 



Png. 101, Lj À. covreciion 9, relative à la phase des tignanz «pii ont la forme eaenïêin eit 
calcnlëe dana l'hypothèse que le rertical da soleil fait un aftes petit angle avec la droite CO : il te 
donc choit ir le moment oh cette circonataoce a lien. 

Pag. io4* Comme on peut ansai , k FinsUr des saTant aurais , mesoicr les hases tktmc des tnba 
de Terre , j'obMnrerai , d'après Fillnstre Layoisier ( voyez ses Mémoires poêthumts } , que la longocar 
d'un tube de Terre blanc éunt repr^ntëe par i , à la température de la glaee feondanie , derieat an 
terme de Tchnlition , 1,0008757a , et qu'elle Torie prop o i ti on ne li emm t aux lempémtnres. 

Pag. i54 , iig' 18. Mais il est pins exact, dans ce cas, d'employer le twifm decoorlmre daméi- 
dkn. Ainsi Ton a (pag. i3o), f = J^^ i ou simplement lorsqne m 

est fort petit , f = -^ ( ' *" 3 ** •'**^ "*■ •*)»<« ^*"** ^ r»|oaf de réqnaicnr. 

Pag. 943- n est essentiel de remarquer que dans l'équation (b) ,ttttf expriment des degrà da 
thermomètre , en parunt de zéro j mais il n'en est pas de même de l'équation (a) ; car il s'ensuinait 
qu'à la température de la glace , s^=zo, tandis qu'yen général y>' a. ABu dumc que t et t' dénotent 
dans ré«[uation ( «i ) les mêmes Taleor»que dans celle de (b) , â ùau nécessairement donner au 



coeffioient 



KM 



(^0 



kfoime 



Km 



(. + i±r).,u^„a«^^,jg,. 



--^ , calculé ponr la température de la glace 9 on aosa ponx la tempéittore moyenne — ^ , 
donnée en dcgiés dn thermomètre centigrade , 

KMi r t'¥ir\ Xkm[ r t-hf 



(-^0=lfl(- 



doQÉ 



-7-V"- 


a/ 

1 


KMl 

8' " 


KM 



sd' 



= 18396-, et /saSo. 



n suit de lii que si , dans l'équation (a) et dans les calculs qui la précèdent, on remplaçaîl 
i, f par r , n^, pour éviter toute équivoqua, on aurait en degrés du thennomètre centigrade 

et j'obserreraî qu'au lien dn coefficient 0,009845 employé dans la valeur des , page a45^ il est plus exMl 
de faire usage de celui-ci o,ooa837 : on en verra la raison dans l'ouvrage cité plus bas. 

Pag. 368. La valeur de dP peut s'obtenir plus simplement en différenciant l'équation (à) par 
rapport à B et à P. 

If. B. Ce Traité de Géodésie est suivi d'une seconde partie qui a ponr titré : Traité de 
Topographie , d'Arpenênge et de JViuelUment. Toutes ces matières sont pr^entées avec beaucoup 
de développemens , parce que j*ai eu pour bot de ItadlC CÇtU HCOOde parÛG Otik k tout OCOS 
qui «ont chargés de travanz de ce génie. 
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TABLE I. 

ARGUMENT A, ou Angle à réduire. 



»Foar réduire à l'horizon » le nombre Tangente est positif et le nombre Cotangente | 
négatif; c'est le contraire pour l'angle des cordes. 



Angl. Tao|. D. Coui 



Angl. Tanf: D. Coude. ^'^ 



Angk. Ttat% D. Coiimg. DiS. 



n 



;ioS.53 



!"8H 



S 



3001.66 

ai 

1501,4, 



.SSog.So 
0706.05 



901. a3 

;ï6.9o 

fis? 
if 

337.76 



.93, 

i&f 

.14.7 

.,5-48 



a53i 
aSlSj; 



S8..3 
■S4.35 



107J.;. 

lOlS.jl 



1;: 



1 588.60 

,4;..K 
r ^46.51 



385.5-, 
afi5.4S 
3(5.95 



■ i56. 



g63.5(î 



8:9- 5i 

810.0; 

8S1 M 
835.48 



gS'j 



TABLE I. Aliment, AngU A rédidre. 



Angle, rang. D, Coung. DiE 






l 

9 
Ifl « 



, 7ai.'8§ 



.5 2 






607.33 
eoa.67 

398.. 7 



' 5:6.64 



87 . 



86 ; 

8 

l 

s 

\ 
85 ; 



Angle, rang D- CocanE. Diff 



2:31 



534" >8 
530.73 

5ao!36 



Soi'él 



îf?l° 






410.38 



.\nglc. Tang. D Colaog. Diff 



39993 

397-90 
355-90 

391.98 



37C-99 
375 -ao 
373.4» 



351.7? 
35o.i4 

348.58 



33o.5a 
338. o5 
336,6» 
3:i5.i6 

333.73 



33a. 3j 



:i 



78 . 
î 

i 



•.75-, 



TABLE I. Argument, Angle à réduirez 



rang D. Coung. DiE 

: Jfe 
i 3<â.es 

3iJ.Ci 



3o3.Si 
3oï.63 
- .45 



Ht 



979.65 

377.63 
3^.63 
a:5.64 

373 .SB 

373.71 
a;i.75 



Tang-D. Coung. Diff. 



17 f: 



â:; 



.es» g 

5 

169 o 



Aogle. ring. [>■ CoUng. Diff. 



l 



,8.2 



3:^ 



aao.4i 



315.33 



TABLE I. Argument, Angle à réduire. • 



a 





Gotang. 



171*15 
171.-3 
171.3a 
170.QI 
170.50 




168.48 

168.08 
167.68 
167.98 
166.^ 

t65.ii 
165.7a 
165.33 

m 

164.17 
165.79 
16S.41 

]63.o3 
i6ft.65 



i6si.a8 
161 .01 
161.53 
161.16 
160.79 

160.4a 
160.06 

158.97 

i58.6o 
i58.a4 
i57.|â 
157.S3 
1S7.18 

6| i56.aa 
i56.#7 
i§6.ju. 



itf 

f5l 



t\ 



^ «55.07 



fi^Bhii|f< 



TABLE T. Argument, Angle à réduire^ 




.TABLE I. Argument, Angle à t^idre. 




'..!TABLG I. AigamMit , Angle à iJdàirl. 



Angle. Tm» D Couna. DUT 



ADgIc. Ttnf n CoUDfl. DilT 



8i<i 






SoiSg 



6 So. 



>-9» « 






l-« I 

■g 3 



87^- 



?;!5 



1 6i.B> 

4 Sa.iG 

5 Sa.iS 



iî:? 



6 Sa.3J - 

7 5a.il ' 
S Sa.So 9 

9 s».se ^ 

( o 51.67 



1 W.OJ 
3 Si. m 

' S" 



É 



13 °ffi 9 



3 «'i S 
8 Î3.3J B 

%'éfJ 



Î3.l>c e -S.6j 



S3.GE 



J3-!« 



» 



.09= g 
i 

s 

î 



SSo, M-. 



,H'j| 

il 



55.95 
56.iî 



7=44 
^a.3a 



SS.éd 
56.93 



^1 



II' 



s ''■fc 

In 7°» . 



f S 



«:i; 



67.16 



Bo.83 
Bo-9» 



6G.63 

66-4^ 
fie .Si 



Gi!69 9 6s!e^ 



63.5g 



61.38 
63.38 



ios.i 00.; 



ni li 

.ut s dS.oB 
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T A B L E I I. 

AB.GUMENS (H±H'), iP±P'). 

Pour rédmre à Thorizon un angla observé dans un plan incliné , prenez dans cette table un nombre 
avec Targument (jff-l- iST), et puis un second nombre avec l'argument (ff-.^). 

Pour réduire Tangle horizontal ou sphérique à Tangle des cordes , prenez dans la même Table un 
premier nombre avec l'argument (P + ^ )> et un second avec l'argument (P — P' ). 




.•r. 



TABLE L 

ARGUMENT A, ou Angle à réduire. 

Foui réduire à l'horizon, le nombre Tangente est positif et le nombre Cotangeni 
négatif^ c'est le contraire pour l'angle des cordes. 



Angl. TsQg D. Coung. Di 



" l 



8lo5S"on 

4o5a8.ïî 






6754.54 

6î34.o3 

S45l.5S 



416S.64 

4o5s.Si 

38So.5o 
3684.04 
35a3.8î 
33 7S. 
3341. 



[o,'i,8"47 



.447.4, 
1115.16 
901.33 
736.90 
6.4.09 

êi 
337.76 

24.. 

.93.. 
175.56 

■46.S( 

.35.11 

i,4.7-. 

I15.4H 






io4- 



TABLE L Ârgnment^ Angle à réduire^ 




TABLE I. Argnmenti jtngle à réduire. 



Tang D. Couag. Diir. 



3LJ.8S 
3tlCi 



S 

l3.5n c 

■3. 55 : 

l3.6a 5 



^M 

19S.70 



i83.:6 



i;3.G8 



■5. .8 I 
,5.>3 l 



167.95 
»65.T^ 



73 o 



33? 



34 « 



Tang. D, Coung. DîfF. 



?:;? 



»6i.Ï5 
160.66 



354. M 
iW-73 



îi^:3t 



»8.4: 
337.78 

236.41 



690. 



rang. D. Coiuig. DilF. 
»5"o5 



î 
3,2 



BLE I; Argument , Angle, û réduire. 




TABLE T. Argumait» Angle à réàutre. 



Angle, rang D CoUDg. DiE 



.37-8. 
137.53 



■35 84 
i35.5e 
iî5.»9 



M.i-, ■ 



%ri 



i3a.3i 

M 

iSi.aS 



•i-À 






I 3i.3i 
P !> 3j 
• >■■« 



J3.9B 
)3.3i 
33.39 



n 



117.3a 
"1% 

116.G7 
116.45 
116. Il 

iiS.So 
1.5.% 



.39. g 
.39 • 

8 



Angic. Tao^. D Colang. Diff. 



H.38 

»:& 

30.58 
3i3,fi4 

6 Ï6.71 
■2 Î6.ï8 



67 S m'sb 



I Î7-04 

1 Î7.11 

- Î7.18 

3;.i5 

Jj.3; 



:râ2 



dli 



.TABLE I. Argamentf Angie S )réduire. 



Ka^t. rang. D CaUng. DilT. 



9|-43 
98. a6 
gS.og 
979; 



97.58 

97-4; 

97"S 



5 î«..8 " 



ÏV 



Angle. Tuig. D- CkiEuig. 



77 » 



9 
79 ° 



93.59 
93.36 
93.*) 
93.05 



9' 65 
91.50 
9'-3t 



, CoHng. 1 

87"48 
67.33 

»: '9 



ÇÇ-76 



86 .o5 
85,9. 

i:S 

S5.4S 



1U.65 



l;:if 



. ;.'. TABLE I. Aj^umKii i Angle k ridiùre. 



Tin^C 



Angle. t«a% D CoUil(. Diff 



I S0.43 \ 

) 5o.6| g 



< s/63 



I 5ï.33 j 

I 5a.58 

> 5a.67 i 



I S3,&c 8 
> S3.od 9 

8 

i 13..; 
) S3.34 ■> 



7g. 4b 



78- 7" 



77. »o 
76.83 



75,61 






96 S 

3 



S3.31 i 



ll^l 



S9.78 

S S- ,; 

Qo.iS ! 



îfj* 



£8! g; 



ï:È 



Jo4, 

30.30 . 

69.85 



S1.67 " 



Iq4c«^ - 



ù 



.'V 



.TABLE I. JugiaïKnl, Angle 3 l'autre. 



Angle, rang. D* Cotang. DilT. 



74 « 



Hj 



'â i \Z' 



l 



l 

5 

l 

ii5 l 

Anjlt. 



Aogle. r»Jl» D. Cotuig. Diff. 



,8 S 



93.51 

9Î.36 
93.30 
93.05 



93-4» 

95.17 



91 « 
9>.5o 
91.34 



gt.ig 
gl.04 



,a3 » 



Angle. TiiDE D. Coung. DiS 






85.35 



M.GS 
S .5i 
« .3] 



l;:8f 



i5 . 

Angle. 



TABLE IL Argnmehs, (ff±R'), (PdfcP'). 



o.SJS 



:^ 



'■'4 



t 



446 

5o4 



98S 



8.c43 

a.iTo 



g. 053 
J.ta6 



.0.3&. 
O.J53 



;-S^ 



TABLE III. 

CONVERSION DES COTÉS EN ARCS, 



ov 



VALEURS DU FACTEUR j^^(i-ie«8m«L). 

Argument j Latitude et côté en mitres* 



Ul 



3i 
Sa 

33 



36 



5i 

59 

53 



LOGAKir. 

da 
facteur. 



8.9990683 
8.9990511 
8.go9o338 
8<gQdoi69 
8. 





i3 

8.S89ia5 
8.9989235 
8.9989049 




8.9988455 
8.9988956 
8.9988054 



8.9987859 
8.9987650 

8.9CÇ7'- 

89987 

8.9987 




8.9986835 
8.9986639 



8.9986430 
8.^86998 
•9986016 




56 

57 %/ 
^P-9SB5498 

59 {8.9986931 

60 |8.99Ko36 



179 

'S 

i83 

i85 
188 

«93 
195 

196 
199 

909 



909 

909 
903 

904 

904 

903 
909 

9oa 






10" 



<^99786 
0.99789 

0-99778 

0.99774 
0.99770 



0.99765 
0.^761 

o.997§7 
0.99759 

0.99748 



D 



0.997 

o-997}o 
0.99735 

0.99730 
0.99795 



0.99791 
0.99716 
0.99711 
0.99707 
0.99709 



o 
o 
o. 



•& 




0.99683 

0.99679 



0.99674 

0.QQP70 




O. 

o.9g66i 
o.9g|B56 



90* 



1.99555 



I. 
I. 




4 

4li 
ï 

5 
5 

4 

5 
5 

i 



1.99531 
1.99599 

ï-^i4 
'•99496 



5 
4 



ï 




9944 

•99^*, 

•994^ 
i3 



«•994 
I. 

>*994 
i*994o4 







I. 
I. 
1.99335 

1.^91 
1.993^ 



8 
8 
8 
8 

8 

I 

9 
9 



9 
9 
9 
9 

10 

9 

9 

10 



10 

9 
9 
9 



10 



30»» D 40" 



9.99333 
9.99391 
a-993o9 



9. 
9. 




a. 99^70 
9.9995? 
9.^944 



9.99931 

î^-99!»>7 
9.99904 

a.99'90 
9.9917(1 



9.99169 
9.991^8 
9.99134 
9.99190 
9.99106 



î^-99092 
«•99078 
9.99064 
9.^o5o 
9.^o36 



r99i43 
3.99197 
3.99111 

3.990^ 
3-99078 



3 3.9906^1 
t3 3-99045 
i3 3.99097 




-14 




3. 
3. 

3.98938 
3.98990 

3.9890» 



D 



3.98883 
3.98864 
3.9^^ 
3.9^7 
3.p8o8 



3.^89 

3.08759 

3.9873 

3.987 



% 



3.986491 
3.9^ 



16 
16 
16 

«7 
16 

18 

18 
18 
18 

«9 
18 

\% 

'9 
'9 

>9 
18 

;§ 

'9 



18 



18 
18 



50*" 



'989^8 





•95784 
.98769 

98740 



'9 
90 

90 
91 

91 

91 
99 
99 
99 



99 



93 
99 



^.987I8 

; -986951 

i .98650(^3 
4.98697 

94 



.98603 
.98580 



.9853 
.98510 





98395 
983o3 
98980 



60"* 




5.98649 
5.98617 




5. 

5. 

5.9854Î 

5.n85i5 

5.^«B8 





93 

93 

93 

93 
93 
99 
93 



X 



D 



95 
95 

96 
96 
97 

97 

97 
97 

98 

98 
98 
98 
98 



70^ 




6.98358 
698398 
6.9895^ 
6.989&. 
6.98936 



6.98905 
6.98173 
6.98141 
6.98109 
6.98077 



5.98184 
5.981S 
5.98198 
5.98100 
5.98079 



5.98045 
5.9B017 
5.979flo 

5.97995 



98 

98 
98 
98 
98 

97 

98 

«7 

«7 
«3 






6.98045 
6.98019 
6.97980 

6-97947 
6.979M 



5-97881 

S-97849 
6.97816 

6.97784 

6.97751 




98 
98 
98 

^9 

3o 
3o 
3i 
3i 

3i 

39 

3a 

39 
39 

39 

33 

39 

33 
33 

33 

39 

33 

39 

33 

39 

39 
39 

3i 

39 



Ng» 
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P 



7-9^86 

798954 
7.98999 

7-98«yi 
7.98167 



39 
39 
39 

33 




7.9761 



90*" 




8* 
8. 

8.97 
8 _ 
8.97996 




8.97888 
8.97850 
8.9781- 

8.977r 
8.977 



n 



73: 



8.97601 
8.97651 
8.97611 
8.97570 
8.97528 



36 
36 
36 

37 
38 

38 

39 
45 



141 

40 

io 

il 

r9 



7.97578 
7.97541 
7-97504 

797467 
7.97430 




38 

P 

37 

37 

36 



8.9748b 

8.97^44 
3.971 09 

8.97360 

8.97318 



8.97934 
8.971Q9 
8.97151 
8.97109 



7-97W7 32 
7.973903g 

7-97a84 
7.97948 



36 



4» 



[9 

|i 

f9 

4» 




TABLE II. Argumeni, (BzkW), (l'±P'). 



.595 
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TABLE IV. Argument Z. 




900 -4- ji 



90« t 
3 

ï 

6 

i 

9 

t 
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6 

l. 

9 

o 



I 

3 

3 
6 

i 

9 
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1 
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3 

i 
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i 
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o.o6588 
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o. 

o. 
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o. 

o. 






5o 



-5i 



53 



0.06569 
o.o66i5 
0.066G9 
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0.06776 




55 

0.0712I55 

«.07167 

0.07919 

•.07399^^ 
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l 
5 
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a 
I 

79 » 
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l 

5 

i 

I 
78 o 



I 
l 

5 
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oa 
900 -«-^ 



a5« I 

9 



a$ 



6 

l 

9 

o 

I 
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3 

\ 



l 

9 
37 ■• 

I 
9 
3 

. ï 

6 

a8 « 



II 

5 

76 o 

8 
l 

5 

I 

9 
I 

75 o 






î 



6 

l 

9 

99 • 



I 

9 



6 

3o i» 



itm«Z 





.07944 

.00001 

0.08069 



0.0811 
0.0817 



56 
56 



56 



50 
56 

57 

56 

S 

57 



58 



57 
5é 



0.06933 

o. 

o. 

o 

o 




►.08467^ 



o.o85a6 

0.08585 

0.08645 

o. 

o. 




0.08894 

0.088& 

0.089*^ 

^•???? 60 



0.09064 



58 
58 



58 



^ 

§ 
§ 



60 



60 
60 



61 




o.ogpj59 

O.09D09 

0.09864 



0.09997 
0.0998^ 
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69 
63 
69 
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3oo-h^ 



74< 



8 

l 
5 
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8 

l 

s 
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I 
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t 

7a o 
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l 

5 

9 
t 

71 o 



8 

s 
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TABLE IV. 

Yalenrs àa &clear ^ sin* Z, dans le tenne ^ «T* sin* Z tang L, 

Argument , Z on jiumulk. 



Z=A 

VID-t-A 



^A 



Ofteftat 



o.o«m6 



0.00971 



□ ■00^1 



.00333 : 
.00346 : 
.00359': 
,0037» '■ 



00535J 



.4 2 



oio56 j' 



n 



TABLE IV. Argument Z. 




TABLE IV. Argament ;?. 




TABLE IV. Argument \2r, 




TABLE IV. Argnment X. 



^V2 





TABLE V. 

Valeur du facteur faug L, dans le terme \ ^* sin* Z iang £. 
Argument L, ou Lat^uâ». 



5|94G 



0.53. j<) 

0.533K 
o.53S5a 



o.SSiS» 
0.55Î83 
Q.55591 



aai 



5a353 

5ËGS 
55778 



o!6)9îo 



37 o 
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3s=, 



0:70988 
0.71314 
0.1146I 



7^54 



P-73377 
b.736rg 

0.7386. 



0.77066 
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TABLE V, Argument^ £ ou Latitude. 



Tang. Z. 



4a« I 
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i 

43 o 
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44 * 



1 



I 



6 

l 
45 t 



6 

î 

46 o 

t 
a 
3 
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o. 

o. 70601 
0.29S58 
0.801 i5 



0.80373 
o.8o639 
0.806091 
0.81 iSa 
o.8i4i3 



6.8t6;i4 
0.81937 
0.89I100 
0:89483 
0.891797 



o.^ggsi 
o.8»58 
o.835i4 

0.afo99 




o.8968o 
0.88953 
0.88296 
o. ggSoi 
0.88770 



o.8M;i 

0.87318 

0.87605 

0.87883 

0.88162 



0.86441 

0.86793 

o.8qoo3 
o.Ua85 



DUR»'. 



95a 
a5a 

al 



a55 

a55 
a55 
a57 

«67 

aSB 

aSo 

961 

^1 
a68 
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afi6 
aOS 
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a7a 
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273 
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vjfi 

vfl 

a79 

a8t 
a8i 
a8a 
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l 
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I 

a 
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i 

48 o 



5o 



I 

a 
3 

I 



6 

. 9 
49 • 



a 
5 



f 



6 

9 
o 



I 

a 
3 

\ 



6 
-: 9 



Tang. £. 



o.8g85i 
o.goi35 
o.gçMfao 
0.90706 
0.90993 



o.9ta8i 

0.91.^ 

0.91! 

o.9aij 

o.< 




0.93731 
0.98093 
0.93317 
0.93611 
0.93906 




o.993g5 




0.9^907 



».97Bi8 



o, 
o. 

o!g6r33 
0.98441 




0.9I8751 
o.gQo6a 

0> 

••t 

I. 00000 




i.oo3i5 

i.'oo63o 

I. 

i.oi: 

i.ot8B3 





Dlfiîlr. 



a83 



a86 

a87 

a88 

988 

389 
390 

«9» 




a» 
999 

3oi 

Soi 
3oa 

1^ 

3o5 

3o6 

3o6 

3io 
3ii 

3l3 
3l3 

3i4 

3i5 

3i5 

3I3 
3i8 

3ao 

3ai 
3ai 
333 
3a4 



5lo I 

3 



î 



l 



^ 9 

5a o 



I 

3 
3 

i 



i 



«• 9 

55 o 



a 
3 

i 



6 

l 

I 
a 
3 

I 

6 

l 

ce » 

55 • 



I 



TangZ. 




r.o5i57 

i.< 




I.O903I 

1.06155 
1.06489 



t.o68a5 
1.0716a 
1.07500 
1.07839 
1*08179 



i.oSSai 
1. 08884 

«•««27 
1.09553 

i*o9Q99 




1.11301 

T.I33S6 
1.13713 
1.13069 
i.i3^ 




i.t56o6 
i.i 
i.ii 
I • 16713 
iti7o85 
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335 
336 



3*) 

33o 

333 
333 



336 



339 
340 

343 



353 

355 
356 
357 
559 

36o 

36i 
363 






368 
369 
370 
373 

373 

375 
375 
378 
378 



55«6 

i 

55 o 



1 

3 

3 

î 

6 

i 

9 
o 



57 



I 

a 
3 

i 



6 

i 

58 o 



t 

a 
3 

i 

6 

i 

- 9 
59 ° 



i 

6 

l 

^ 9 
60 o 



Tang/;. 






a5333 
3S697 
96033 

9 




1.37360 

;:^ 

i.^85oa 
1.98919 



1.99338 

'-297|9 
i.3oi8t 

i.3o6o6 

i.3io3i 



i.3i4^ 

i.39Sao 
1.39753 
1.33188 




1.35835 
i.JfiiBS 
1.30733 
1.37185 
1.37638 



38i 
38t 
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■ 



395 

3slS 

401 

4»3 



4" 

119 

.1 

l>7 

419 

II 



4«» 



4» 



446 




TABLE V I. 

PREMIÈRE PARTIE. 

Valeurs du facteur e*cos,* L, dan% le ter me (fL (i-^e'cos.'L-^-lC dLsin.Lcos.L). 

Argument , L ou Latitude. 




i 
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l 

l 

î 



44 » 

3 

î 
6 

l 

45? 



003:581 
0037491 

.0037309 



ao38îu. 
oo383ai 
oo38m 
«>3Si3i 



>3n853 

0037671 



oo36o34 

!™3^ 



003575g 

ooaséë; 

.0035S75 

oojsite 
.0035391 




0034.91 



a33oi3 
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TABLE IX. 

Conversion des Grades de Longitude et Latiluâe eq Mètres. 
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655ia.i 
65393.0 
ffiiP.7 
65.S4.a 


6oo38.o4 
9oo57.i6 





TABLE IX. Loagîtudes et Latitudes en mlUeH 



1 Grade 

de Longitude, 



L A ï 1 T L D F.. 
I Crade. DA^îgiadn. 



5.O0I, 04^ 



5.001 I fa 

5.001. I 6» 
5.0014483 



S.ooh S*o 
S.ooij 64a 

s.ooriêso 



5.ooi2,58 



5.401 H3S 
5^1. 855 
5.ooi48;5 

5.00.I9.5 



65o3< 

i 



GiiiS. 



6o46 



ifift 



ta5.3 
iiS.i 
13S.5 

'25. g 

irf.o 



is6.8 



30017.43 
i0D36.56 

50045.70 



3$ 



tèi 



GooGi.aj 

90094.41 



6oo-i.i6 
70063.03 
600^.88 



3oo3n.61 
SooOB.oS 



HWH 



EXPLICATION ET USAGE 

DES TABLES DE RÉFTIACTIONS 



DE M. LA PLACE. 

Ue 9 vis o^ jusqu'à 74'' de distance au zitàûï , la table est calculée d'après la formule de la 
page 2ji du 4^ Yolume de la Mécanique Céleste , réduite aux quantités suivantes : 



^t 



— '^('+3^)tapg. « 



i^'ji+y) 



<^ +y) 



(i ^f-acos^t) tang. 9 
cofl*< 



( i + o,oo375x) ^1 H- ^^) 



X o,ooia5a54 — J-j — «t. 0,00875 a:.o,cx5ia5fl54---7T 



et dans cette formule représente un coefEci nt constant , dont la valeur est 6o',6i6 ; o.'"76 ( 1 +y) 
est l'élévation observée du baromètre ; x le nombre de degrés du thepnomètre centigrade , depuis la 
température de la glace fondante; '0 est là distance apparente de l'astre au zénith; et M la réfraction. 
On a calculé cette formule de degré en degré , en supposant x ëty hub. Depuis 74** jusqu'à l'horizon 
on a employé la fc^rmule de la page a64 de la Mécanique Céleste , réduite à la fenxie suivante : 

/*=a79o',a (0,75479— o,49o4ar) sinfl.2J±ll2 + looai^ sin a d 
Dans cette formule 



- 



T^a5,96i9a4co8«, et4,(T)=c^y^<^ 






l'intégrale étant prise depuis e = T jusqu'à l'infini , et c ^tant le nombre dont le logarithme hjrperbo- 
lique est l'unité , if est le rapport dé la demi-circonférence au rayon. 

Au 74^ degré y les deux formuks précédentes donnent le même résultat. A côté du nombre de 
secondes qui indique la réfradion ^ on a placé leurs logaridimes aVec quatre décimales seulement» 
On a formé une table des logarithmes du facteur ( 1 -f-j^) pour toutes les hauteurs du baromètre ^ 
depuis o'".7io jusqu'à o"*«8io. On a pareillement fonné une table des logarithmes du facteur 



- ,depuis«=— 35*iusqu'àx=+35^; 



.(i+o,oo375x)(i+.g|^) 
mais pour n'avoir dans les corrections dépendantes de la température et delà hauteur du baromètre. 



.à ajouter que des nomifres positifs, on a ajouté respectivement aux logarithmes des deux dernières 
tables dont on vient de parler, leur plus grand logarithme négatif , pris positivement , et on la re- 
tranché des logarithmes de la première table. 

On a écrit à côté de ces logarithmes les nombres de secondes qui leur répondent : on a formé ainsi 
la ta)>le X , i*^' partie, qui représente les réfractions correspondantes a 35', di^ thermomètre et à la 
hauteur de o**. 710 du baromètre. 

La petite table , a' partie, est le 4^ terme de la première expression de ^ , en y supposant x =r 10. 
On n'a calculé ce terme que depuis 1= 66 jusqu'à 0=85; au-dessous la valeur est insensible ; au- 
dessus fies réfractions sont trop incertaines pour q^'on puisse y appliquer avec quelque exactitude 
les corrections relatives i la température et à la hauteur du baromètre. Voyez la Mécanique Céleste , 
livre X , chapitre I. 

On a ajouté i la fin de la première partie de la table deux logarithmes qui servent i faire l'inter- 
polation dans les cas extrêmes. ' ^ 

Pour trouver la réfraction, il sufiEra d'ajouter les logarithmes des 5* et 4' parties de la table ( çor- 
respondans aux degrés observés du thermomètre , et à la hauteur observée du baromètre ) , au loga- 
rithme de la réfraction pris dans la table , 1'' partie, correspondant à là hauteur apparente observée ; 
on aura ainsi le logarithme de la réfraction, et par la table i**' partie , on verra à quel nombre de 
secondes il répond. 

Exemple : On demande la réfraction pour 7a* i5' de. distance apparente au >énitfa , le baromètre 
étant à o'".75a , et le thermomètre à — 7^. 

Dans la table X, i" partie , vis-i-vis 7a*. log. a. 1801 

Pour i5'. partie proportionnelle 65 

3'partie de la table X, vis-à-vis o*.75a aSo 

4* partie de la table X , vis- à- vis — 7^ 68S 

Somqie a . aSoi 

Ce logarithme cherché dans la table X, 1" partie , tombe entre les logarithmes correspondans à 75^ 
et 76^ de distance au zénith , et vis-à-vis 75 on trouve i8a'',7*, retranchant ensuite le logarithme 
fl.a6i8 qui se trouve sur la même ligne du logarithme ci-dessus, on a pour différence i83. 

Entre les logarithmes répondans à 75 et 76 , la différence est 3o3, et celle des nombres est i3' . a. 

Faisant ensuite la proportion 

5o3:i85;:i3'.a:a:=8',o 

' Cette valeur de rajoutée à la réfraction ci-dessus 18a. 7, on a igo',7 : on se dispensera de ce 
calcul de la partie proportionnelle, si l'on a sous la main une table de logarithmes. 

Si Ton veut tenir compte du petit terme de la a' partie de la table , avec 7a®. 1 5' on y prendra 
— g' . 1 et la réfraction sera définitivement tgo'fi. ** • 

Nota, Cette Table parait ici pour la première fob. M. Delambre qui , d'après l'invitation de 
M. Laplace, m*en a expliqué la fortnâtion et l'u^agç^, i3oi^ aussi l'insérer à la suite de ses 
Tables du Soleil. Elle donne aussi les réfractions ^ûr les distances vraes au Zénith , comme 
je le ferai voir à la Table XI. 



Dis lance 
in Zc'nlib. 



TABLE X. 

RéGractions ponr les distances apparentes an Zénith. 

PREMIÈRE PARTIE. 



969 



'S, 



465 




lis 

i.oéëg 
a. 1089 

ï.13.7 
a. 1554 



i3, 
q59 





irifî~ 


























SUITE DE LA TABLE X. 
III PARTIE. IV PARTIE. 




Logarithmes du facteur dépendant de la 
liauteur du Baromètre. 


Logarithmes du facteur dépendant 
de la hauteur du Thermomètre. 




Huuoi 
du 


Logniihm» 


H>auur 

du 

BaTomèire. 




B>iucar 
du 




du 

Thermomii 
ce-rigrade. 










0.710 


6 




338 

355 
361 


: 


i 


i 

80 


+ 3i 


i5 


— ad 

~ 4 


S! 

63Ï 




0.719 


i 


il 









si 


:5 


77 

■ 13 
.39 


- 5 

- G 

- ï 

- 9 


te. 

7»n 




0.790 
0.731 

o.;ï6 

o.7>é 
o.,«, 




"■S 


3r8 


• 


Soi 
ê03 
8o3 
8o^ 


5,8 ■■ 
5,4 

g? 
540 




■ ■ .H 

il 


- <4 


773 

5 




9' 


1 


i 





Si 

«0» 


è 

556 
563 

567 




-■.i4 

■98 


- iG 

z'i 

- '9 


1 

889 




0.7 
0.7 
0,7 
0,7 


3 

4 


•M 

■33 
.44 


0.770 
0.771 


35i 
358 

3^ 




B57— 


5;3 


l'A 


15» 


_,4 






i6 

8 


iSS 
161 
168 
«74 




i 






: 3 


4S 


— aS 
-»6 

-33 

- 38 






0.7 

-e-7 
0.5 


î 


■as 

19' 


1$ 

0.78a 

..?84 


<4 




53o 


-3i 

- 33 

— 33 


■ 135 

il 

>3o3 


, 


0.7 

°'2 


L 


316 

>3i 


o.;8S 

0.786 

il 


i 















TABLE XI. 

CORRECTIONS POUR LES RÉFRACTIONS 


USAGE 


DONNÉES PAR LA TABLE SUIVANTE. 

La pression de l'atmosphtre étant dURrente de o"'j76, et sa 
température autre que i3°5 centigrades. 


ei (£r la correcilon ; la [CfnciioB 
bUoIdc ou iciucUc Mta 

Cela po<J , ar« la Lantear do 

baronièlie [ircnei dans U pre- 
mière iflbie un nombre j , .uqotl 

u™76(î8"''^o0,elle wgnc + 
duuIccaicODUalic. 

Arec la baulcur du Aenùo- 
LUFlrc, prenez dam ladeuxtème 
rable , ,in nombre _j- , a™ U 

{i+X+'TJ «™ '= taclenr pu 

fraction moyenne pour sToir la 
correction dr doni celle létncùna 
a besoin. Le plus sonienl on peni 
Qi^gliger le produit xt"; hibû ea 

aui lignti algébri^ei de a «^. 
( Voyci pour cieniple U pagt 
aSaJ. 

IV. B. On peut aussi , & l'ude 
de la lable X , Uouver let ritnc- 
tiont poar les disianc» vi^in .q 
Ziiniih. EiiclF*l,ioii 9'la dûunci 
Traie [iropoiA! : clierchei daiu 
cette lable la réfraction /C pour 
8' de distance apparente, eu ajanl 
cgard t la prcnion de l'auno»- 
fhirc et il sa lenip<irBtiirt((7«5e 
rfe /a M We T) . Cherchez de Boa- 
ïCBu laréfracliou qui cormpond 
h la distance api.arenic 6' — /i' 
pourla ii»;mcpre»ioQeilaméDe 
temperatare. Celte seconde le- 
fracuon scia celle ^uc JVndoiic . 


B A R M E T n K. 


' 


THERMOMETRE. 


Diff. 


- 


* 


Rwumui. Ccnug 


y 


j:i= ,"'5. 
■'■;;= ::!IS 

9 = <..,S. 


1 = 0.-60 
a = o.;fii 
3 = o.;65 


Slooeg 


+ 3»':^ 37°5 

+ a5 — 3i.i5 


-0 


o«ia 
oSSti 


4^ 
5 

G 

7 

7 
7 
9 

a 

5o 
5o 

5o 
Sa 
5i 
5i 
53 
53 

55 
56 

57 

58 

S 

61 
fil 
61 

6a 

65 
67 

1 

70 
70 

;3 


lîm 


im 


0.0179 


+ ai = 17.5 
+ 11 = 36-15 

+ 10 = a5. 


zl 


oSai 


li°l 


9 = o-T.O 


o.oaoH 
0.0138 

o.oa68 


t îs = îsijS 


zl 


oSÎg 
01G7 




1.. = 0.780 
„ =0.783 

n- = o.7»s 


0.0198 
o.o3i7 
O.035? 




-0 


OtCl 

™5?' 
0^ 

0^83 


fïï 

Il II il 


. = o.;8, 
j= 0.789 
3 = 0.791 


Q.0387 


+ 5= 6, ,5 


H 


8 = 0.7Î» 


m 


O.0536 


-*. 3 = 3.75 


ti 


034. 

a58l 


im 


7 = o.tto[ 
é = o.8o3 
9 = o,8o« 


O.0565 
o!^a5 


- 3 = 3:5 

-4=5. 

- 5 — 6.a5 


il 


si 


»=<.,;o8 
I =0.7^ 


10 = 0.808 

ti = o.8jo 

3o. o = o.8ia 


0.0655 
o,u6S5 
0.0714 


Ejiiîf 


tl 


il 


.5... =.,,., 


3 = olsig 


iisl 


- I. = .3.75 

- ri = is: 

- i3 = i6.i5 


+ 


ia36 

.3oâ 
i3:(i 


8 = „.S^ 
' 1 -J ■ .... . 


i = 0.8,3 
3o. 6 = o.8a5 


0.0833 
o.(««i3 
o..*93 



TABLE XII. 

Héfractions moyennes pour les distances vraies au Zénith. 




17.3 
19.5 



^:t 



36.8 



- 3o 

t 

Si. o 







TABLE XIII 






pool faciliter la 


consfniction des Tables cl 


e réduction au méridien 


pour les étoiles. 




A„,^J.„,„ 


Diff. !og. 


Ang, horain 


Dil. iog. 


Arg. horaire 


Diff. bg. 


•'•«■l,--'" 


Diff. loR. 


AaB..a„.„ 


Diff-IoB- 




l'eloitt. 




l-eioH», 




l'clollo, 




IVtoile, 




l'-iloile. 






eu lempi. 








on ump.. 




en umpa. 




" '""P- 






o' o- 




ff o- 


.8«| 


■ff û" 




34' 0" 


6o5 


3a' 


4.ÎÏ 




3o 




30 

3a 


;ï?i 


30 


i 


^ 


ShÇ 


3^ 






fc 


34^ 


S 


'il 


S 


i 


s 


^ 


t 


H 






i§8ï2 




1,. 


aS. 


5So 


33- a 


^ 




IS 




3o 


■M 

1537 


3° 


1 


3o 


i 

à 

563 


3u 


33 




C 


§i^' 


t 


1 ss 


« 


SiS 


t; 


S 


lo 






;5^ 




1 6) 




808 


afi. 


SSS 


M.. 






3o 




3a 


I SS 


3o 


s 


Sa 


55i 

5 7 


3o 




1 




fc 


K 




t 


;■? 


S 


^î 


S 






3. o 


«s« 




ig. a 


^és 


37. 


57 






4 








fis 


ào 


tiK 


âo 


:5« 




53. 


ao 








1> 






3o 


i>68 


3o 


î3a 


3a 


531 




08 




t 




M; 


t 


;,"«? 


t 


t 


t° 


:î 




t„ 


MlO 




laiS 




737 


aS. 


5.8 








i 


» 


;;8f 


» 


7ïo 
;i5 




5.3 


30 


S 








i!60 










30 




t 


t! 


i.5o 


S 




il 


K 


£ 


^ 






t3. 






6t)3 


"?■ » 




3,. 


391 




io 


jg 






30 


68> 




fe 




% 




S 


ti 


3a 

t 


io53 


30 

t 


fe 


fi 


S 


fi 


385 
3S 




6. » 


S? 


i4. o 






SKn 




83 




38i 










;^î? 








~8o 










»3i6 










78 








3a 


ai56 


3a 


1004 


3o 


i 




75 








fi 


ÏS 


t 


^' 


S 


S 


■73 

:58" 


fi 


53 






.43 






^3. 






3,.. 


-!>• 




3» 


■ ,o43 


30 


ii 


3^ 


618 


ao 
3d 


S3 

ea 


30 

3o 


ta 

306 




..^ 




iG. o 


9^9 
9^ 


34- 


6[3 


3.^ 


55 
53 


40. 


3£3 
36j 



TABLE XIII. 

• f 

Pour faciliter la construction des Tables de rédaction au Méridien pour 

les Etoiles. 



Axude horaire 

de 

]'etoile, 

eo cempt. 






oko' 
I 



i 



6 

i 

9 
lo 



II 

1$ 






ai 
aa 
a3 



a6 



3i 
3a 
33 
3 



36 



Diffi^rence logar. 
fin* i P. 



o.ooooo 

9.35514 
I .ao4ia 
70436 




31670 

a3u 

aoj 

i&}oa 



16554 
i5iia 
i3goo 
laoTa 
"980 



iiaoS 
io6a6 




0076 
7084 



6808 
6548 
63io 
6088 
588a 



5688 
55o6 
5336 
5178 
5oa6 



4884 

i 5oo 
i388 



On a m , page a88 , comment on forme les logarithmes constans a et 5 ponr les 
Tables de réduction an méridien j c^est à ces logarithmes constans qu'il faut ajouter le« 
différences logarithmiques de sin* } P , et sin^ { P : roici on exemple de ces calculs. 

Calculs pour le passage supérieur de la polaire, 2t frimaire an 5 (11 àéc, 1796)* 



>ff. nonr 10* 


.... S.iai a'T 


0*0017 

ao 


7.a4aao 
. • a • 6o6ao 






0.007T 

3o 


7.84840 
• • • • 35ai8 






0.0159 

40 


8.aoo58 
.... a{988 


o.oaSa 

5o 


8.45046 
1938a 


0.0441 
i' 


8.64(ia8 
. • . . i5836 






o.o635 
i' 10 


8.8oa64 
• • • • i33qo 


0.0864 
i' ao 


8.93654 
• . • . I i5q8 


o.iraS 

I» So 


O.o535a 
. . . . ioa3i 







o.i4^ 



9.15483 

etc. 



J^g. • . • . 1 

t0. Dour i'. • . . 


a.vyi;i<| 

Q.355t4 


0*0000 

% 


a.oa638 
i.ao4i2i 


••0000 

3 


3.a3o5o 
.... 7o436 


0.0000 

4 


3.9J4» 
49974 


0.0000 

5 


4.43460 
..... 387«4 


0.0000 

6 


4 .89334 

1 • . • • 31670 


o.oooo 

T. .... . 


5.15894 

■ • . » ^fif fil 


o.oooo 

8 


• • • • -M^rjno 

5.4o^a 


#•0000 

9 

■ 


• • • • ^^IJ^ly 

5.63868 
ao458 


O.OOOI 

10. 


5.843a4 
.... i83o9 







O.OOOI 



6.oa696 
etc. 



On t tànn , par des addidom tticceniTet , les logarithmes des deux nombres dont la 
réunion formera chaque terme de la Table. 

Le second terme est si petit , que c'est ici p Ten 9', qn^il commence & Taloir k-pen- 
près 0^0001 ^ il yarie peu dans, rinterralle de i' } on Fétendra aux dixainas de lecoade 
par une interpolation facile. 

Ponr les signes des denx nombres de chaqne terme de la Table , Toyet pages a85 éc a88. 
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TABLE XIV. 



Réduction au Méridien pour les Observations faites au cercle de Borda. 



Argument, Angle horaire en temps. 



OOCa 



o" 

I 
a 
3 

4 



5 
6 

î 

9 



lO 

II 
la 
i3 

i4 



i5 
i6 

«9 



ao 
ar 
aa 
aS 
a4 



a5 
a6 

39 



o.o 
o.o 
o.o 
o.o 



o.o 
o.o 
o.o 
o.o 
o*o 



O.I 
O.I 
O.I 
O.I 
O.I 



O.I 
O.I 

o.a 
o.a 
o.a 



o.a 
0.3 
0.3 
0.3 
0.3 



0.3 

O.i 
O.i 

o.i 
o.i 



a'o 
a.o 
a.i 
a. a 
a.a 



a.7 

;9 

3.0 



3.1 
3.1 

3.9 

3.3 
3.4 



3.5 
3.6 

S.l 
3.8 



3.9 

'.o 

i.a 
.3 



î 



"8 
.0 
8.1 
8. a 
8.4 



8.5 

8.'S 

89 
9 ï 



9.; 

9*4 
9-d 

9*6 

9*8 



99 
10. 1 

10. a 

10. i 

10^ 



;:S 



10. < 

10. 

II. o 

II. I 
II. 3 



11. 5 

11. 6 
ti.8 
11.9 
la.i 



»7 7 

17.9 
18.1 

18.3 

18.5 



18.7 
18.9 
19.1 
193 
19.5 



«9-7 

'9-9 
ao.i 

ao.3 

ao.5 



ao.7 
ao.9 
ai. a 
ai 
ai 



i 



ai .8 
aa.o 
aa.3 
aa.5 
aa.7 



aa.o 
a3.i 

a3.6 
a3.8 



4' 



3r'4 
31.7 

3i.9 
3a. a 
5a. 5 



3a. 7 
33.0 
33.3 
33.5 
33.8 




35.5 
35.7 
36.0 
36.3 
36.6 



36.9 
37. a 

37-4 
38. 



38.a 
38.6 
38.9 
39. a 
39.5 




50.7 
5i.i 
51.4 
51.7 
5a. I 



5a.4 
5a. 7 
53.1 
53.4 
53.8 




55.8 
56.a 
56.5 
56. 

57 



.1 



57.6 

58 ro 

58.3 
58.7 
59.0 



e' 



7o''7 
71.5 



7a.7 
73.1 
73.5 



74-7 
75.1 

75.5 



76.7 

77-5 

77-9 
76. J 



78.8 
79a 
29-6 
80.0 
80.4 



80.8 
81.3 
81.7 
8q.i 
8a. 5 



96"a 
9^-9 

97» 
97.6 

98." 



98-5 

990 

99-4 

99 
100 



:? 



100.8 
101.3 
loi. 8 
101.3 
ioa.7 




io5.6 
106.0 
106.6 
107.0 
107.5 



foS.o 
108.5 
109.0 
109.5 
II 0.0 



•• 



SUITE DE LA TABLE XIV. 



Argument , Angle horaire en tempt . 



occ* 



3o' 
3i 
3a 
33 

34 



35 
36 



39 



5o 
5i 
5a 
53 

54 



59 



0.5 
0.6 
0.6 
0.6 



0.7 
0.7 

0.8 
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69.5 

69.9 
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89.0 
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93.0 
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113.4 
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SUITE DE LA TABLE XIV. 



Argument , Angle horaire en temps. 
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3 
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i3 
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i6 

iD 
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ao 
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a3 
a4 



a5 
a6 
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126.7 
127.3 
ia7.8 
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i66.a 
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167.4 
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198.9 
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aoo.3 

aoo. 
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\î 
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ao6.3 
ao6.Q 
ao2.o 
ioS.3 
ao8.9 



éo9.6 
aio.3 
an.o 
in .6 
dia.3 



ai3.o 
ai3.^ 

314.4 
ai5.i 

ai5.8 
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238.3 
239.0 
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ai 3.3 
a44.i 
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ai6.a 
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' 4 



iâ\ 
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a56.6 
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283.5 
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2b5.o 
285.8 
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289.0 
a89.8 
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»9«-4 
a92.a 

a93.8 



a96.2 



a98.6 
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Joo.a 

3oi.o 

3oi.8 



J02.6 
3o3.5 
304.3 
3oô.i 
3o5.9 
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332.6 
333.4 
334.3 
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336.9 
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339.4 
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386.5 
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i.i 
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SUITE DE LA TABLE XIV. 



Argument ^ Asgle horaire en tempi;^ 
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i8a.8 
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317. 1 
ai2*8 
ai8.5 
»i9*a 



atg.Q 
aao.6 
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aaa.7 




396.0 
^97.0 
aaé 3 
aa9'0 

aa9-7 



i3o.4 
aSi.i 
a3i.8 
a3a.5 
!i33.3 
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3S.4 
a6i.i 
361. 



:§ 




367.3 

^;? 

a69-5 
370.3 



371.0 
371.8 
973.6 
973.3 

374.1 



370.6 

•976.4 

37'î«a 

370.0 



378.3 

381. 1 
381.9 
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3o6*7 
307.5 
3oé.4 
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3io.o 
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3ii.6 
3i3.5 
3i3.3 
314.3 



3i5.o 
3i5.8 
3i6.6 

3i2!l 



319.1 
319.Q 
330.8 
331.6 
333.4 
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►.5 
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.5 
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i i4.6 
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o 
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TABLE XV. 



Argoment , Angle horaire en temps. 



M» O* 



^ 0* 

I. o 

a. o 

3. o 

5* o 



10 

ao 
3o 

t 

6. a 



10 

ao 
3o 

t 

7. o 



8. 



10 
ao 
3o 

t 



0*000 
0.000 
0.000 

O.OOI 

0.00a 
0.006 



0.009 

0.000 

0.009 

O.OIO 
O.OII 

o.oia 



i 



O. 

O.OI 
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0.018 
o.oao 
o.oaa 



0.0^ 

0.( 

o.oag 
o.o3a 
o.o35 
o.o38 
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y 10* 

ao 



3o 



g. o 
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ao 
3o 

t 

10. o 



10 
ao 
3o 

II. o 



10 
ao 
3o 

t 

la. o 




0.068 

0.071 

o.op 

0.081 

o. 

o. 



1.089 

.ogS 



►.I07 
>.ix4 



o.ioo 

O.K 

o. 
o.ia» 
o.iag 
0.137 



O.li 

o.il 
o.i( 

O.l' 

o. 
0.194 
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i. 
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i. 
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5 
5 
5 
6 
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7 
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8 

8 
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10 

10 
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M* S* 
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ao 
3o 

i3. o 



10 
ao 
3o 

t 



14. o 



10 
ao 
3o 

i5. o 



to 

ao 
3o 

t 

16. o 



a 



o*ao5 
0.317 
o.aag 
o.aAi 
o.ad4 
0.367 



o.a8r 
o.agS 
o.3io 
o.3a6 
0.34a 
0.359 




).0i6 



o. 

o. 

o.! 

o.i 

0.587 
0.61a 



z 
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la 
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i3 
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«7 
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i! 
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